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Resumen

El presente trabajo aborda la construccion del concepto de implicacion como
condicional l6gicamente valido en estudiantes de nivel superior desde el marco
tedrico de la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto y Esquema, de sus siglas
en espafiol). Se disenaron Descomposiciones Genéticas (DG) para guiar el
desarrollo conceptual de las estructuras y mecanismos mentales asociados
a este concepto. Se identificaron las estructuras necesarias para construir
la nocién de tautologia, implicaciéon material, implicacién como condicional
légicamente véalido y su diferenciacion con otras interpretaciones.

Los resultados muestran que las actividades disenadas promovieron que los
estudiantes construyeran los conceptos antes mencionados. Como trabajo
futuro, se propone la ampliacién del estudio hacia la construcciéon de la im-
plicacién generalizada. Este trabajo contribuye al campo de la educacién
matematica al ofrecer una propuesta basada en teoria APOE para la ense-
nanza y aprendizaje de conceptos légicos fundamentales, promoviendo asi
una comprension mas profunda y rigurosa de la logica en el nivel superior.

Palabras clave: teoria APOE, tautologia, implicacién, descomposicién ge-
nética, educacion matematica






Abstract

This work addresses the construction of the concept of implication as a lo-
gically valid conditional in higher education students, within the theoretical
framework of APOS theory (Action, Process, Object, and Schema). Genetic
Decompositions (GD) were designed to guide the conceptual development
of the mental structures and mechanisms associated with this concept. The
necessary structures to build the notions of tautology, material implication,
implication as a logically valid conditional, and their differentiation from
other interpretations were identified.

The results show that the designed activities promoted the students’ cons-
truction of the aforementioned concepts. For future work, the expansion of
the study toward the construction of generalized implication is proposed.
This work contributes to the field of mathematics education by offering an
APOS-based approach to the teaching and learning of fundamental logical
concepts, thus fostering a deeper and more rigorous understanding of logic
at the higher education level.

Keywords: APOS theory, tautology, implication, genetic decomposition,
mathematics education






Indice general

1. Introduccion 11
2. Marco tedrico 17
2.1. Referentes tedricos . . . . . . . . .. 17

2.2. Teoria APOE: Principio, estructuras y mecanismos mentales . 19
2.2.1. Descomposiciéon Genética . . . . . . .. ... L. 24

2.3. Implementacién de la descomposicion

genética . . . . ... 26

3. Revision de la literatura 29
3.1. Tipos de implicacién . . . . . . . . ... 29
3.2. Construccion de la implicacién desde la teoria APOE . . . . . 33

4. Preguntas de investigacion y Metodologia 37
4.1. Preguntas de investigacion . . . . . .. ... 37
4.2. Descripcion metodologica . . . . . . ..o 38

5. Descripciéon de las descomposiciones genéticas y actividades
para el ciclo ACE 43

5.1. Descomposiciones genéticas . . . . . . . . . ... .. ... .. 43



INDICE GENERAL

5.1.1. Descripcion de la descomposiciéon genética tautologia . 44

5.1.2. Descripcion de la descomposicion genética de la impli-
caciéon como condicional légicamente valido . . . . . . 46

5.2. Actividades . . . . . ... 48

5.2.1. Actividades para la implementaciéon de la descompo-
sicién genética de tautologia . . . . . . . .. ... 48

5.2.2. Actividades para la implementacién de la descompo-
sicion genética de la implicaciéon como condicional 16-
gicamente valido . . . ... .. ... 000 53

. Resultados 57

6.1. Resultados de la implementacion de la descomposicion gené-
tica de tautologia . . . . . . . ... ... Y

6.2. Resultados de la implementacion de la descomposicién gené-
tica de la implicacién como condicional logicamente valido . . 67

6.3. Resultados a las preguntas de evaluacion: el problema de los

numeros primos y el problema del laberinto . . . . . .. . .. 87
. Discusién 91
7.1. Discusion sobre la descomposicion genética de tautologia . . . 91

7.2. Discusién sobre la descomposicion genética de la implicacion

como condicional légicamente valido . . . .. ... ... ... 93

7.3. Discusion sobre los problemas de evaluacion . . . . . . . . .. 95

. Conclusiones 99
. Anexos 105
9.1. Anexo 1l . . . . . . ..o 105

9.2, Anexo 2 . . . . 117



INDICE GENERAL

9.3. Anexo 3 . . . .



INDICE GENERAL




Indice de figuras

2.1.

3.1.
3.2.

3.3.

o.1.
0.2.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.

Estructuras mentales y mecanismos

Ejercicio del laberinto.

Descomposicion genética de la implicacion como entendimien-

to comin.

Descomposicion genética de la implicacion como condicional

generalizado.

Descomposicion genética de la tautologia. . . . . . . . . . . ..

Descomposicion genética de la implicacion material y la im-
plicacion como condicional logicamente valido. . . . . . . . . .

Parte 1, actividad 3.

Parte 2, actividad 1.
Parte 2, actividad 9.
Parte 2, actividad 9.
Parte 2, actividad 9.
Parte 5, actividad 2.
Parte 5, actividad 3.

Parte 6, actividad 4.

Estudiantes C y E.
Estudiantes C y F.

Estudiantes A y F.

Estudiantes C' y F.

Estudiantes B y D.

Estudiantes C y E.

Estudiantes C y E.

Estudiantes C'y E.

9



10 INDICE DE FIGURAS
6.9. Parte 8, actividades 1 a 5. Estudiantes A y F. . . . . . . . .. 7
6.10. Parte 8, actividades 6 a 8. Fstudiantes A y F. . . . . . . . .. 78
6.11. Parte 8, actividades 1 a 5. Estudiantes Cy E. . . . . . . . .. 80
6.12. Parte 8, actividades 6 a 8. Estudiantes Cy E. . . . . . . . .. 81
6.13. Ejercicio de nimeros primos, primera aplicacion. Estudiante C. 87
6.14. Ejercicio de niumeros primos, sequnda aplicacion. Estudiante C. 88
6.15. Ejercicio del laberinto, primera aplicacion, proposicion tres.

Estudiante A. . . . . . . . ... 89
6.16. Ejercicio del laberinto, primera aplicacion, proposicion cinco.
Estudiante A. . . . . . . .. 89
6.17. Ejercicio del laberinto, primera aplicacion proposicion seis.
Estudiante A. . . . . . . . ... 90
6.18. Ejercicio del laberinto, sequnda aplicacion proposicion cinco.
Estudiante A. . . . . . . . .. 90
6.19. Ejercicio del laberinto, sequnda aplicacion proposicion seis.
Estudiante A. . . . . . . . L 90
7.1. Respuesta de la sequnda aplicacion del ejercicio del laberinto. . 97



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se investigd la aplicacion de la teoria APOE (Accién, Pro-
ceso, Objeto, Esquema, de sus siglas en espanol) en la légica matematica,
especificamente en la Descomposicién Genética (DG) de conceptos como la
tautologia, la implicacién material y la implicacién como condicional 16gica-
mente valido. A través del enfoque constructivista del ciclo ACE (Activida-
des, discusién en Clase y Ejercicios, de sus siglas en espanol), se disefiaron
y aplicaron actividades orientadas a promover un aprendizaje significativo
de estos conceptos. De este modo, no sélo se exploran las bases teéricas del
aprendizaje de la logica, sino que también muestra cémo estos principios pue-
den ser utilizados para facilitar la comprensién y asimilacién de conceptos
complejos en un contexto educativo.

La motivaciéon para el estudio de la ensenanza de las matematicas se ori-
gina en varios aspectos importantes y complejos que afectan el proceso de
aprendizaje del estudiantado. Estos aspectos incluyen la problematica del
rendimiento académico, la desmotivacion y la interiorizacion del conocimien-
to en las y los estudiantes. La ensefianza tradicional® no ha tenido resultados
favorables en estos rubros, por lo que se han llevado a cabo diversas investi-
gaciones con el objetivo de mejorar la ensefianza de las mateméticas (Vega
et al., 2014; Barbosa, 2003; Salinas, 2016).

IEntendemos por enseflanza ‘tradicional’ a un “sistema pedagégico que no se funda-
menta en una investigacion cientifica en educacién matematica y que, en general, no ha
logrado avances en el aprendizaje de los conceptos mateméticos” (Barbosa, 2003, p. 200).
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12 Capitulo 1. Introduccion

Por lo antes mencionado, se ha vuelto sustancial buscar alternativas para
la ensenanza de las matematicas. Como mencionan Vega et al. (2014) “se
considera de suma importancia desarrollar acciones orientadas a incentivar
el estudio de la mateméatica, usando recursos adecuados y actualizados, psi-
copedagdgicamente validos, de modo de interesar a los estudiantes y accionar
procesos que produzcan un aprendizaje significativo” (p. 405). Estas alter-
nativas deben estar centradas en enfoques pedagdgicos mas efectivos y la
implementacion de estrategias de ensenanza mas contextualizadas.

Romero-Trenas (2009) define el aprendizaje como:

El aprendizaje es el proceso de adquirir conocimiento, habilida-
des, actitudes o valores, a través del estudio, la experiencia o la
ensenanza; dicho proceso origina un cambio persistente, cuantifi-
cable y especifico en el comportamiento de un individuo y, segin
algunas teorias, hace que el mismo formule un concepto mental
nuevo o que revise uno previo. (p. 1)

A su vez, la autora menciona que el aprendizaje significativo surge cuando la
o el estudiante, como constructor de su conocimiento, relaciona los concep-
tos que aprende con su estructura conceptual preexistente, otorgandoles un
sentido y generando nuevos conocimientos basados en los anteriores.

El concepto de aprendizaje significativo se centra en que la construccién de
un significado es el niicleo del proceso de ensenanza-aprendizaje. Construir
significados implica integrar el nuevo aprendizaje en los esquemas de com-
prension existentes, por lo tanto, la significatividad de un contenido radica en
su capacidad de encajar con los esquemas previos del individuo. Se asimila un
contenido cuando se le puede atribuir un significado, por ello, la ensenanza
debe fomentar la profundizacién y ampliacién de los significados que se cons-
truyen al participar en actividades de aprendizaje. Es importante mencionar
que el aprendizaje significativo se desarrolla a partir de dos pilares: la activi-
dad constructiva del estudiante y su interaccién con otros (Romero-Trenas,
2009).

Romero-Trenas (2009) menciona que el aprendizaje constructivista se basa
en varios principios esenciales, entre ellos destaca la importancia de la in-
formacién almacenada en la mente del aprendiz, asi como la necesidad de
establecer conexiones significativas entre conceptos. Se reconoce que el suje-
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to construye activamente el significado y que la realidad solo cobra forma a
medida que la interpreta; ademads, las y los estudiantes asumen la respon-
sabilidad de sus propios aprendizajes y estos se nutren de experiencias. En
este enfoque, el rol del profesor se amplia para crear condiciones éptimas y
guiar el proceso, mientras que el estudiantado tiene un papel activo en la
construccion, modificacion y coordinacion de sus esquemas de conocimiento.

El constructivismo es una corriente pedagogica en el &mbito de la educaciéon
que se basa en la idea de que los individuos construyen su propio conoci-
miento a través de la interaccion con su entorno y la experiencia personal
(Araya et al., 2007). En este sentido, al tratar de entender cémo los estudian-
tes construyen mentalmente el conocimiento y los procesos de bisqueda que
esto implica, cobra relevancia la teorfa APOE (Salinas, 2016). Esta teoria se
inspira en el constructivismo y, en el contexto de las matematicas, particu-
larmente en la l6gica matematica, ofrece un marco para entender cémo los
estudiantes interiorizan conceptos esenciales para demostrar proposiciones.

Cuando un matematico busca demostrar una situacién particular resulta
esencial emplear un marco légico. La légica matematica sirve como herra-
mienta para determinar si una proposicion es consecuencia logica de otras,
utilizando enunciados o proposiciones formulados mediante oraciones decla-
rativas. Estos enunciados (que pueden ser verdaderos o falsos, pero no ambos)
son la base del razonamiento logico. En este trabajo se adopta la notacion
propuesta por Grimaldi (1998), ampliamente utilizada en la ensefianza de
l6gica matematica.

Las proposiciones, generalmente simbolizadas con p, ¢, y r, se categorizan
como primitivas por su naturaleza irreducible; a partir de ellas se pueden
derivar nuevas proposiciones mediante la negacién () y el uso de conectivos
légicos (A, V, —, ). Estas operaciones permiten la formacién de proposicio-
nes compuestas (regularmente simbolizadas con P, ), R) y su anélisis légico,
facilitando el entendimiento de conceptos como tautologias, contradicciones
y equivalencias logicas. Se puede determinar el valor de verdad de las pro-
posiciones compuestas por medio de tablas de verdad, donde se muestran
todas las posibles combinaciones de valores de verdad (verdadero o falso) de
las proposiciones de una expresion logica y el resultado de la expresion para
cada combinacién.

El condicional o implicaciéon (P — @) es un enunciado de la forma “si P, en-
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tonces () 7; en este enunciado, P se denomina antecedente o premisa, mientras
que @ se conoce como consecuente o conclusiéon. Una proposicién compuesta
es una tautologia (Tp) si resulta verdadera bajo todas las asignaciones posi-
bles de verdad a sus componentes, y es una contradiccion si es falsa en todas
estas asignaciones. La equivalencia légica entre dos proposiciones, P, y P
(P, = P,), ocurre cuando ambas comparten el mismo valor de verdad para
todos los posibles valores de las proposiciones que las forman. En este con-
texto, el Modus Ponens emerge como una regla de inferencia fundamental,
expresada simboélicamente como

(PA(P—Q)—=Q

Esta regla establece que, si una proposicion P es verdadera y P implica @),
entonces ) también debe ser verdadera. Este principio no sélo subraya la
importancia de la estructura logica en las matematicas, sino que también en-
fatiza la necesidad de un razonamiento deductivo riguroso en la demostracion
de teoremas y la formulacion de argumentos matematicos.

Las proposiciones descritas hasta ahora corresponden a declaraciones con un
valor de verdad bien definido: verdadero o falso. Sin embargo, también se tra-
baja con funciones proposicionales, que Grimaldi (1998) llama proposiciones
abiertas, las cuales son frases declarativas que poseen una o méas variables y
que, por si mismas, no son proposiciones debido a la ausencia de un valor de
verdad. Una proposicién abierta se convierte en una proposicién (con un valor
de verdad determinado) cuando las variables que contiene son reemplazadas
por valores especificos dentro de un conjunto permisible.

En lo que respecta a la estructura de los capitulos de esta Idonea Comuni-
cacén de Resultados (ICR), esta se organiza de la siguiente manera. En el
Capitulo 2 se presenta el marco tedrico que fundamenta esta investigacion,
con un enfoque en la teoria APOE de Dubinsky. Se describen los elementos
clave de la teoria, como su corriente pedagogica, referentes teodricos, princi-
pios rectores, etapas, niveles y enfoque pedagégico. El Capitulo 3 aborda la
revision de la literatura, contextualizando el estudio mediante la exploracion
de enfoques tedricos y empiricos relacionados con la construccion del concep-
to de implicacién. También se analizan investigaciones previas que aplican la
teoria APOE en la ensenanza de la légica, destacando contribuciones, limi-
taciones y areas de oportunidad para esta investigacion.

El estudio de los conceptos relacionados con la implicacén adquieren relevan-
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cia para realizar las demostraciones matematicas. Por ello, este trabajo toma
como base la teoria APOE, que ofrece un marco para analizar qué pueden
necesitar las y los estudiantes para adquirir y desarrollar conceptos clave,
como la tautologia.

A continuacién, en los Capitulos 4 y 5, se da un giro hacia la parte meto-
dolégica de la investigacion. El Capitulo 4 describe la metodologia utilizada,
incluyendo las preguntas de investigacion que orientan este estudio y los
objetivos planteados. Ademas, se detalla la implementacion practica de las
actividades, como la seleccion de participantes y los métodos empleados. En
el Capitulo 5, se detalla la descomposicién genética de los conceptos de tau-
tologia e implicacion como condicional légicamente véalido. Se explican las
estructuras y mecanismos mentales involucrados y se presentan las activida-
des disenadas para fomentar la construccién de las estructuras mentales que
describen las descomposiciones genéticas.

Una vez sentadas las bases tedricas y metodologicas, el Capitulo 6 se de-
dica a exponer los resultados obtenidos a través del ciclo ACE, destacando
como cada fase contribuy¢ al desarrollo de habilidades cognitivas en los estu-
diantes. Seguido de esto, el Capitulo 7 aborda la discusién de los resultados,
donde se analizan e interpretan los hallazgos en relacion con las preguntas
de investigacion. Este capitulo busca conectar los resultados con estudios
previos revisados en la literatura, evaluando la efectividad de las actividades
disenadas desde la teoria APOE y destacando los aportes innovadores del
estudio. Asimismo, se reflexiona sobre las limitaciones encontradas durante
la implementacion y el analisis.

Finalmente, el Capitulo 8 presenta las conclusiones del trabajo, resumien-
do los principales hallazgos, su impacto en la ensenanza de la légica en las
matematicas. También se identifican posibles lineas de investigacion futuras,
enfocadas en extender el uso de la teoria APOE.
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Capitulo 2

Marco teodrico

A lo largo de este capitulo planteamos el marco teérico que fundamenta
el trabajo de investigacién que realizamos. Dicho trabajo, como ya hemos
mencionado anteriormente, aborda el estudio de la implicacion desde la teoria
APOE de Dubinsky, por lo que se plantea una investigacion pertinente al
respecto. Se presentan los elementos mas importantes de dicha teoria como
los referentes tedricos, el principio que la rige, las estructuras y mecanismos
que plantea, el enfoque pedagdgico que propone.

2.1. Referentes tedricos

En la teoria constructivista, una de las mas importantes en lo que refiere a
la ensenanza y el aprendizaje, las ideas de Piaget son de las mas destacadas.
Su enfoque se basd en céomo las y los nifios desarrollan su capacidad para
comprender el mundo que les rodea. No se interesaba en el conocimiento que
se posee, sino en cémo se usa en la resolucion de problemas; consideraba
que las y los nifios construian el conocimiento de forma constante segin
fueran adquiriendo més conocimiento. El dividi6 el desarrollo cognoscitivo
en cuatro etapas que son secuenciales y no se pueden omitir alguna de ellas:
sensorio-motriz, preoperatoria, operaciones concretas y operaciones formales
(Saldarriaga-Zambrano et al., 2016).

Saldarriaga-Zambrano et al. (2016) explican que la primera de ellas es la

17



18 Capitulo 2. Marco teérico

sensorio-motriz y se ubica del nacimiento a los dos afos, el infante se relaciona
con su entorno a través de los sentidos para lograr representar la realidad en
su mente. En la etapa preoperatoria, de dos a siete anos, el menor se vuelve
capaz de pensar en objetos que no estan explicitamente presentes y comienzan
a usar simbolos, como los niimeros, para representar cosas de su entorno. En
la etapa de operaciones concretas, de siete a doce anos, comienza a reflexionar
sobre su ambiente usando la légica y las operaciones mentales. Por tultimo,
en la etapa de operaciones formales, de doce anos en adelante, se realizan
hipétesis y se razonan sucesos con los que no se ha tenido contacto.

En las ultimas dos etapas se usa la “abstraccién reflexiva”. Piaget (1995)
senala que “lo propio de la abstraccién reflexionante que caracteriza al pen-
samiento logico-matematico es que se extrae no de los objetos, sino de las
acciones que pueden ejercerse sobre ellos y, esencialmente, de las coordi-
naciones mas generales con esas acciones, tales como la de reunir, ordenar,
correlacionar, etcétera” (p.18). Esta capacidad de reflexionar sobre las opera-
ciones realizadas es lo que permite la construccion de estructuras cognitivas
mas avanzadas.

Segun Arnon et al. (2014), para Piaget las propiedades de los objetos no
son caracteristicas intrinsecas de los objetos mismos, sino que estan en parte
determinadas por las acciones que los sujetos realizan sobre esos objetos.
En otras palabras, no solo se trata de como son los objetos sino también de
coOmo interactuamos con ellos y como los comprendemos; nuestros procesos
cognitivos influyen en como percibimos y comprendemos las propiedades de
los objetos. Por lo tanto, se hace énfasis en la interaccion entre los objetos y
los sujetos que los estudian, considerando el pensamiento en la construccién
del conocimiento.

En este contexto, los esquemas son como marcos conceptuales que ayudan
a interpretar y dar sentido a las experiencias y situaciones; son flexibles y
cambian con el desarrollo mental. A medida que el infante adquiere nue-
vas experiencias y conocimientos, adapta sus esquemas para acomodar la
nueva informacion. Esto refleja la idea fundamental de que el aprendizaje
y el desarrollo cognitivo involucran una construccion activa y dindmica de
la comprension del mundo, en lugar de una simple acumulacién pasiva de
hechos.

Con respecto a la teoria APOE, Maturana y Parraguez (2013) mencionan
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esta fue desarrollada por el matematico Ed Dubinsky, y tiene sus raices en la
teoria de Piaget sobre la construccion del conocimiento; recordemos que esta
teoria tiene la premisa de que el individuo construye su conocimiento median-
te la reflexion sobre sus propias vivencias. El enfoque tedérico de Dubinsky,
que toma su nombre de las iniciales en inglés de APOS: Actions, Proces-
ses, Objects, Schemas, toma el concepto de abstraccion reflexiva, forjada por
Piaget, como un elemento central en su enfoque teérico.

Fue alrededor de 1982 cuando el interés de Dubinsky se dirigié hacia las
actividades mentales relacionadas con el aprendizaje de las matematicas entre
las y los estudiantes. Desde 1989 hasta 1995, Dubinsky colaboré con varios
colegas en la construccion del marco que posteriormente se denominé teoria
APOE, siguiendo la premisa de Piaget de que la esencia de un concepto
(su epistemologia) estd vinculada a cémo se desarrolla en la mente de un
individuo (su proceso de aprendizaje). La mayoria de su investigacion se
aplicé en entornos de ensenanza reales en educacién superior (Arnon et al.,
2014).

Trigueros (2005) menciona se ha estado desarrollando un trabajo llevado a
cabo por un conjunto de investigadores en torno a esta teoria. Estos esfuerzos
investigativos se han concentrado principalmente en manos de los miembros
que conforman el grupo RUMEC!. Este grupo, reconocido por su profundo
compromiso con el avance del conocimiento en este campo, sigue desempe-
nando un papel crucial al explorar, analizar y aplicar las diversas dimensiones
de la teoria en cuestion en diferentes contextos.

2.2. Teoria APOE: Principio, estructuras y
mecanismos mentales

Para la teoria APOE los conceptos matematicos son los elementos basicos
de las matematicas, por lo que la comprensién de estos resulta fundamental
para las y los estudiantes. Construir la comprension de los conceptos tendria
como consecuencia que el estudiantado seria capaz de resolver probleméaticas
que involucren dicho concepto. Al igual que el resto de las teorias, APOE
tiene sus bases en un principio, dicho principio es el siguiente:

'Research in Undergraduate Mathematics Education Community
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El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a
responder a situaciones de probleméaticas matemaéaticas percibidas
al reflexionar sobre los problemas y sus soluciones en un contexto
social y construyendo o reconstruyendo Acciones, Procesos y Ob-
jetos matematicos y organizandolos en Esquemas para utilizarlos
al abordar las situaciones. (Asiala et al., 1997, p. 7)

Utilizaremos el término “estructura mental” para referirnos a cualquier trans-
formacion relativamente constante y evolutiva que una persona emplea para
dar significado a una situacién matematica. Por otro lado, un “mecanismo
mental” es el medio mediante el cual una estructura mental se construye en
la mente de un individuo. Es necesario advertir que la construccién de una
estructura mental sugiere que el individuo tiene la capacidad de resolver pro-
blemas que necesiten de dicha construccion, sin embargo, no garantiza que
dichos problemas se solucionen con éxito (Arnon et al., 2014).

En la teoria APOE, las estructuras mentaless son los conceptos de Accion,
Proceso, Objeto y Esquema; la construcciéon de estas estructuras se lleva a
cabo mediante mecanismos mentales como la interiorizacion, la coordinacion,
la encapsulacion y la desencapsulacién. Una comprension completa del desa-
rrollo de un individuo en un concepto incluiria la progresion entre estructuras
y mecanismos mentales (Arnon et al., 2014).

Segun la teoria APOE, cuando una persona comienza a comprender un con-
cepto matematico lo hace primero a través de la Accién. La Accion se refiere
a ver el concepto como una serie de pasos (transformaciones) que se apli-
can externamente a objetos; estos pasos deben seguirse explicitamente segin
ciertas instrucciones, de tal forma que cada paso conduce al siguiente sin
que se omitan pasos. En otras palabras, el individuo ejecuta acciones con-
cretas siguiendo instrucciones externas para transformar objetos en ciertas
maneras especificas. Una comprension inicial del concepto como Accién es
necesaria para desarrollar los Procesos, que se originan de la internalizacion
de la Accién (Arnon et al., 2014).

Un Proceso es una forma mas abstracta de manipular conceptos matematicos.
Cuando un individuo interioriza una accién la transforma en una representa-
cién interna que el individuo puede manipular mentalmente, es decir, crea un
Proceso. A medida que una persona repite y reflexiona sobre acciones espe-
cificas, pasa de depender de senales externas a desarrollar un control interno
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sobre los pasos de la accién, esto implica que puede imaginarse realizando
los pasos de la accion sin tener que ejecutarlos explicitamente, puede saltarse
pasos y revertir el proceso (Arnon et al., 2014).

La encapsulacion se da cuando se aplica una Accién a un Proceso. En otras
palabras, es cuando se trata a un Proceso como un Objeto mental manipu-
lable al que se le pueden realizar transformaciones que pueden ser aplicadas
a todo el Proceso y, ademas, pueden construirse transformaciones nuevas.
Cuando un individuo ha alcanzado la conciencia de que un Proceso puede
ser manipulado como una totalidad y puede ser transformado por Acciones,
se dice que ha encapsulado el proceso en un Objeto cognitivo. Este meca-
nismo mental es un concepto clave en la teoria APOE y se considera uno
mas desafiantes en el desarrollo de la comprensién matematica (Arnon et al.,
2014).

Hay dos mecanismos mentales mas, la desencapsulacion y la coordinacion.
Por un lado, la desencapsulacion se refiere a revertir el Proceso de encapsu-
lacion para volver desde el Objeto a su Proceso original. Por otro lado, la
coordinacién se refiere a combinar dos o mas Procesos diferentes. Asi, dos
Objetos encapsulados pueden ser desencapsulados para después coordinar-
los, y el Proceso coordinado puede ser encapsulado nuevamente para formar
un nuevo Objeto. Es decir, se pueden combinar Procesos para crear nuevos
conceptos matematicos mas complejos (Arnon et al., 2014).

Por tltimo, tenemos al Esquema, este es una estructura mental dindmica?

que representa el conocimiento sobre un concepto o tema matematico, y esta
compuesto por Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que el indi-
viduo ha construido a lo largo de su experiencia y aprendizaje. Mutarana
y Parraguez (2013) explican que los Esquemas evolucionan a medida que
aprendemos nuevas cosas y establecemos nuevas conexiones, y que la carac-
teristica clave de los Esquemas es que deben tener sentido y ser coherentes
para poder utilizarlos en la solucién de un problema en particular. En la
Figura 2.1 se muestra la relacién de las estructuras y mecanismos mentales
mencionados anteriormente.

2La construccién del conocimiento no es estitica, el conocimiento puede ser revisa-
do y adaptado para integrar nuevos conceptos, lo que conduce a la construccién de un
conocimiento més amplio y sofisticado a medida que las personas se enfrentan a nuevas
situaciones y desafios.
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Figura 2.1: Estructuras mentales y mecanismos

Esquema

interiorizacion

Accion

Proceso

coordinacion

Objeto

encapsulacion

desencapsulacion

Nota. Adaptado de APOS Theory: A Framework for Research and Curricu-
lum Development in Mathematics Education (p. 10), por Arnon, 1., Cottrill,
J., Dubinsky, E., Oktac, A., Roa Fuentes, S., Trigueros, M., y Weller, K.
(2014). Springer. Traduccién y disefio propios.

A medida que se avanza en el aprendizaje, un Esquema puede evolucionar a
través de tres etapas: intra, inter y trans. Cada etapa implica un cambio en la
forma en que el individuo aborda y comprende el esquema. Esta triada pro-
porciona a los investigadores una herramienta para analizar como evoluciona
el pensamiento de los estudiantes al construir su comprensiéon de conceptos
matematicos ya que relaciones son cruciales para la formacién de estructuras
cognitivas mas complejas y para el desarrollo de la coherencia en el Esquema.
La relaciéon entre los elementos del Esquema es fundamental para entender
cémo evoluciona el pensamiento del estudiante (Rojas-Salinas, 2016).

Por un lado, el nivel intra se centra en cada componente individual del Esque-
ma, como las Acciones, los Procesos y los Objetos involucrados; se analizan
las relaciones internas entre estas partes buscando similitudes y diferencias
entre estructuras similares. En el nivel inter la atencién es hacia la compren-
sion de las transformaciones que ocurren entre las estructuras del Esquema;
se enfatiza como cambian las relaciones y cémo se transforman los elemen-
tos a medida que se avanza en la construccion del esquema. Finalmente, el
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nivel trans busca comprender las razones subyacentes a las transformacio-
nes observadas en el Esquema. Se considera el Esquema como un todo y se

construye una estructura que puede explicar su composicién (Rojas-Salinas,
2016).

El cambio de una etapa a otra no implica que el individuo tiene mas cono-
cimientos, en cambio, implica una reevaluacién de lo que se sabe. Se trata
de una reevaluacion de los fundamentos conceptuales en lugar de una sim-
ple acumulacién de datos nuevos. Para avanzar hacia una nueva etapa de
desarrollo cognitivo, es necesario reconstruir y reformular la comprension
previa que se tenia en etapas anteriores. La base conceptual existente debe
ser reconsiderada y ajustada para encajar en la nueva perspectiva que se esta
desarrollando.

La tematizacién es un mecanismo mental, Arnon et al. (2014) lo definen como
el mecanismo mediante el cual un Esquema se convierte en un objeto cogniti-
vo que se puede manipular conscientemente, puede involucrar Acciones sobre
el Esquema, compararlo con otros Esquemas, descomponerlo y reconstruir-
lo. Es importante mencionar que la estructura de un Esquema puede variar
segun el individuo porque cada uno construye diferentes tipos de relaciones
entre los componentes de un Esquema.

De acuerdo con Arnon et al., (2014), se han propuesto nuevas estructuras
para comprender mejor el desarrollo cognitivo en el contexto matematico. La
Totalidad se sittia entre el Proceso y Objeto, se refiere a la capacidad para
reflexionar sobre Procesos interconectados como una estructura coherente y
unificada en el desarrollo de su comprensién de un concepto matematico.
Entre Accién y Proceso se propone el Proceso Emergente. Entre Proceso a
Totalidad, se presentan tres niveles: Inicio hacia la Totalidad, Progreso hacia
la Totalidad y Totalidad Emergente. En el desarrollo hacia la estructura de
Objeto, se sugieren niveles intermedios: Inicio hacia Objeto, Progreso hacia
Objeto y Objeto Emergente. También se introduce la Concepcion Operativa
Condensada que se encuentra entre Proceso y Objeto (Arnon et al., 2014).
Aunque estas estructuras y mecanismos no son estudiados en el presente
trabajo, es importante mencionarlas debido a su relevancia en el campo.

En sintesis, la relacién entre las estructuras y mecanismos mentales de la
teoria APOE comienza con una Accién que se interioriza en un Proceso, un
Proceso se encapsula en un Objeto, un Proceso se puede desencapsular para
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construir otro Proceso, dos Procesos se pueden coordinar para formar un
nuevo Proceso, por ultimo, un Esquema puede ser tematizado en un Objeto.
El Cuadro 2.1 muestra una breve descripciéon de las estructuras y mecanismos
mentales descritos anteriormente.

2.2.1. Descomposicién Genética

Otro elemento importante en la teoria APOE es la descomposicion genética,
ésta es un modelo teodrico hipotético que describe las estructuras y los meca-
nismos mentales que un estudiante podria necesitar construir para aprender
un concepto matematico. La descomposicion genética no es tinica ya que pue-
de variar segtn el concepto y el enfoque del aprendizaje, ademas, diferentes
estudiantes pueden seguir caminos diversos en su aprendizaje. Es un mode-
lo general que describe las construcciones que la mayoria de los estudiantes
encuentran necesarias, y puede disenarse a partir de descripciones matemati-
cas del concepto, experiencias de los investigadores, datos de investigaciones
anteriores, o el desarrollo histérico del concepto (Arnon et al., 2014).

Una descomposicién genética se centra en proporcionar un modelo general
que describe las construcciones necesarias para el aprendizaje de un concep-
to matematico. Por lo tanto, es una guia para el disefio instruccional que
se ajusta a la forma en que los estudiantes construyen su comprension del
concepto, y se prueba experimentalmente para verificar si las y los estudian-
tes realmente realizan las construcciones mentales descritas en el modelo.
Como consecuencia, el modelo tedrico se puede ajustar dependiendo de los
resultados obtenidos en la parte experimental.

Se utiliza para disenar actividades de ensenanza que ayuden a los estudiantes
a construir las estructuras mentales propuestas, también se utiliza para ex-
plicar las diferencias en el rendimiento de los estudiantes y como herramienta
de diagnoéstico y prediccion. Sin embargo, se pueden cometer algunos errores
al disenar las descomposiciones genéticas, Arnon et al. (2014) mencionan que
estos errores suelen darse al confundir la descomposicién genética con una
descripcion de secuencia de ensenanza, disenarla como una enumeracion de
operaciones, o presentar dificultades en el diseno debido a malentendidos de
la teoria.

Para esta teoria, el aprendizaje no es un proceso lineal, sino que los estu-
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Cuadro 2.1: Estructuras y mecanismos mentales de la teoria APOE.

Estructuras/Mecanismos

Descripcion

Accién

El individuo ejecuta acciones concretas
siguiendo instrucciones externas para
transformar objetos en ciertas maneras
especificas.

Interiorizacién

Un individuo interioriza una acciéon cuando
la transforma en una representacién interna
que puede manipular mentalmente.

Proceso

Puede imaginarse realizando los pasos de la
accion sin tener que ejecutarlos
explicitamente, puede saltarse pasos y
revertir el proceso.

Encapsulacion

Se trata a un Proceso como un Objeto
mental manipulable al que se le pueden
realizar transformaciones que pueden ser
aplicadas a todo el Proceso.

Desencapsulacion

Se refiere a revertir el proceso de
encapsulacién para volver desde el Objeto
a su Proceso original.

Coordinaciéon

Se refiere a combinar dos o mas Procesos
diferentes.

Objeto

Es una entidad matematica que puede ser
manipulada o con la que se puede
interactuar en la mente del estudiante.

Esquema

Es una estructura mental dinamica que
representa el conocimiento sobre un
concepto o tema matematico, y esta
compuesto por Acciones, Procesos, Objetos
y otros Esquemas.

Tematizacion

Un Esquema se convierte en un objeto
cognitivo que se puede manipular
conscientemente.

diantes transitan de una construccién a otra de manera no secuencial. Esto
significa que pueden transitar entre las construcciones que contempla la des-
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composicion genética, sin seguir un orden preestablecido. En contraste, en
una secuencia de aprendizaje tradicional, se asume que el proceso es lineal
y progresivo. En este sentido, lo que generalmente se evaltia dentro de la
descomposicion genética es si los estudiantes han mostrado los mecanismos
previstos por la teoria, es decir, si han llegado a construir los diferentes
componentes del conocimiento de acuerdo con los pasos sugeridos, sin que
necesariamente se sigan de manera estricta y ordenada.

2.3. Implementaciéon de la descomposicién
genética

El Ciclo de Ensenanza ACE es un enfoque pedagbgico disenado para apoyar el
proceso de ensenanza y aprendizaje, especificamente enfocado en el desarrollo
de las construcciones mentales que son requeridas segin la descomposicion
genética en la teoria APOE. Este ciclo toma su nombre de las iniciales en
inglés de ACE: Activities, Classroom Discussion, and Exercises (Actividades,
discusién en Clase y Ejercicios). Al centrarse en la construccion de estructuras
mentales y el entendimiento de los conceptos matematicos, este enfoque no
solo prepara a los estudiantes para enfrentar desafios matematicos complejos,
sino que también les equipa con habilidades cognitivas y de resolucién de
problemas.

En la fase de actividades se trabajan en equipo tareas disenadas especifica-
mente para promover en las y los estudiantes la construccion de las estructu-
ras mentales sugeridas por la descomposicion genética. Estas actividades no
buscan obtener respuestas correctas, sino fomentar la abstraccion reflexiva,
lo que significa que las y los estudiantes deben pensar en profundidad sobre
los Procesos y conceptos involucrados (Arnon et al., 2014).

En la discusion de clase, participan en discusiones dirigidas por un instruc-
tor, ya sea en grupos pequenos o en el salon de clases; las y los estudiantes
tienen la oportunidad de reflexionar sobre el trabajo que han realizado en las
actividades. El instructor guia la discusion, proporcionando definiciones, ex-
plicaciones y descripciones generales para ayudar a los estudiantes a conectar
sus pensamientos y esfuerzos (Arnon et al., 2014).

La ultima fase del ciclo ACE involucra la realizacion de ejercicios que son
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problemas disefiados para reforzar tanto las actividades como las discusiones
anteriores. Estos ejercicios estan destinados a respaldar el continuo desarrollo
de las construcciones mentales que se derivan de la descomposicion genética.
También ayudan a los estudiantes a aplicar lo que han aprendido y a con-
siderar conceptos matematicos relacionados; es importante considerar que
esta fase es mucho mas que una simple recapitulacion, es un catalizador que
impulsa el aprendizaje hacia la autonomia y la aplicabilidad (Arnon et al.,
2014).

Arnon et al. (2014) explican que cada vez que se implementa una secuencia
de instruccion se tiene una oportunidad para recopilar datos que proporcio-
nen informacion sobre el proceso de aprendizaje de las y los estudiantes. El
analisis de los datos es fundamental para determinar la eficacia de la ins-
trucciéon y el impacto real que ha tenido en el progreso de los participantes
en términos de habilidades y comprension matematica. El analisis de datos
también se enfoca en evaluar si se han desarrollado las construcciones men-
tales planteadas en la descomposicion genética preliminar, busca determinar
si las y los estudiantes han logrado desarrollar estas construcciones mentales
especificas a medida que participan en la instruccion.

Existen distintos tipos de estudios que se han realizado para evaluar y com-
prender la efectividad de la ensenanza basada en la teoria APOE y el Ciclo de
Ensenanza ACE. Los tipos de investigacion que se han realizado son de tipo
comparativo, no comparativo y nivel de desarrollo cognitivo. En los estudios
comparativos, se compara el rendimiento mateméatico y las actitudes de las
y los estudiantes que recibieron instruccién basada en la teoria APOE y el
Ciclo de Ensenanza ACE con aquellos que recibieron una instruccién tradi-
cional. Por otro lado, los estudios no comparativos miden el rendimiento de
los estudiantes que participaron en cursos basados en la teoria APOE y el

Ciclo de Ensenanza ACE, pero sin compararlos con otros enfoques (Arnon
et al., 2014).

En los estudios del nivel de desarrollo cognitivo, el objetivo es observar como
los estudiantes desarrollan su comprension matemadatica al completar cursos
basados en la teoria APOE en comparacion con cursos tradicionales. Se busca
verificar la viabilidad de la descomposicion genética preliminar en situaciones
donde no hay estudios previos sobre un tema matematico especifico o una
secuencia de instrucciéon relacionada con APOE (Arnon et al., 2014).
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Ademas, se discute el alcance y las limitaciones de la investigacion basada
en APOE, y se explican las preguntas que se pueden abordar mediante esta
teoria. Estas preguntas son principalmente sobre cémo los estudiantes cons-
truyen su comprension de conceptos matematicos y como se desarrollan las
construcciones mentales a lo largo del proceso de aprendizaje. También se
proporcionan ejemplos de temas de investigacion que podrian explorarse uti-
lizando la teoria APOE, como el uso de esta teoria para entender céomo los
matematicos perciben los conceptos que ensenan, la eficacia de las construc-
ciones de conceptos aprendidos a través de la instruccion basada en APOE;,
y mas (Arnon et al., 2014).



Capitulo 3

Revision de la literatura

En este capitulo se presenta una revision de la literatura relevante para el
desarrollo de esta investigacion con el objetivo de contextualizar el estudio. Se
exploran los enfoques tedricos y empiricos que han abordado la construccion
del concepto de implicacion. Asimismo, se analizan investigaciones previas
que aplican la teoria APOE en la ensenanza de la légica, para identificar
contribuciones, limitaciones y areas de oportunidad que guian el disefio de
este estudio.

3.1. Tipos de implicacién

Quine (1962) considera que la implicacién es mucho mas compleja de lo que
usualmente se cree, argumenta que es necesario considerar al menos cuatro
tipos o interpretaciones de proposiciones condicionales (o implicaciones). Por
un lado, tenemos el entendimiento comiin, en el cual el antecedente falso
rara vez se toma en cuenta. En este tipo de interpretacion, propia del lenguaje
cotidiano, un condicional como “si P, entonces Q7 no se percibe como una
afirmaciéon légica rigurosa, sino como una relacion entre los elementos de
la proposicion. Si el antecedente resulta ser falso, la afirmacién condicional
suele ser ignorada o considerada irrelevante, lo que puede generar confusiones
o una aplicacién incorrecta de las reglas de inferencia logica.

Relacionado con la implicacién, Quine (1962) menciona el conectivo proposi-

29
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cional (P — @), usualmente llamado condicional o implicacién material,
en este una proposicién es falsa si y solamente si la premisa es verdadera
y el consecuente es falso. Como sefialan Rivera y Herrera (en preparacion),
la implicacién material no denota necesariamente una relacién causa-efecto,
sino que su valor de verdad depende tinicamente de los valores de verdad de
la premisa y el consecuente.

Por otro lado, Quine (1962) senala que la implicacién como condicional
légicamente valido (P = (@), es la relacion entre dos proposiciones que
expresa la validez logica condicional, se establece que si la primera proposi-
cién (P) es verdadera, entonces la segunda proposicién (@) también debe ser
verdadera, es decir, que el condicional es una tautologia. Esto implica que
nunca puede tener el valor de “falso”, lo cual lo convierte en una verdad 16gi-
ca. Este tipo de implicacion esta relacionada con reglas clésicas de inferencia,
como el Modus Ponens y el Modus Tollens.

Por dltimo, tenemos la implicacién como condicional generalizado, se
expresa como Vz (P(x) = Q(x)), donde P(x) y Q(z) son funciones propo-
sicionales que representan una relacion entre dos propiedades para cualquier
elemento x de un conjunto determinado, dicho de otro modo, si x tiene la
propiedad P, entonces también debe tener la propiedad (). Segin Durand-
Guerrier (2003), dado que la mayoria de los teoremas matematicos pueden
expresarse como enunciados condicionales generalizados, se considera que la
cuantificacion es necesaria para las matematicas. Sin embargo, como la logica
proposicional es esencial en el razonamiento deductivo y las cuestiones rela-
cionadas con los cuantificadores son complejas, han recibido relativamente
poca atencion en la investigacién educativa de las matematicas.

Tomando los cuatro tipos de implicaciéon que propone Quine (1962), Durand-
Guerrier (2003) demuestra que la manera tradicional en que se aborda la
implicacion en la educacion —se presenta inicamente como una relacion entre
proposiciones que es verdadera o falsa, sin profundizar en las diferencias entre
los distintos tipos de implicacion— puede llevar a malentendidos graves tanto
para profesores como para estudiantes y en consecuencia se puede complicar
el proceso de ensefianza y de aprendizaje. La investigadora efectu6 un analisis
exhaustivo con experimentos para saber cudl de estas implicaciones es la
adecuada en el aula. En la parte experimental presentd dos ejercicios que se
describen a continuacion.
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El primero de ellos es el ejercicio de los niimeros primos, fue aplicado a
estudiantes de primer afio de universidad en Francia y a profesores en un
curso de formacié. Se les propuso “determinar todos los niimeros enteros del
1 al 20 que satisfacen la propiedad: si n es un niimero par, entonces n + 1 es
un nimero primo” (Durand-Guerrier, 2003, p. 6; traduccién propia).

El andlisis de las respuestas realizado por Durand-Guerrier (2003) reveld
que, aunque las y los estudiantes que son habiles en matematicas pueden
razonar a partir de una nocién erréonea de implicacion, los profesores también
cometieron el mismo error en ciertos casos. Al centrarse inicamente en los
numeros pares, no contemplaron que los niimeros impares también cumplen
con la implicacién, ya que una implicacién con antecedente falso siempre
es verdadera. Este malentendido sugiere que la forma tradicional en que se
aborda la implicacion en las aulas puede generar confusion, lo que resalta
la necesidad de revisar y aclarar conceptos logicos fundamentales tanto para
estudiantes como para docentes.

En este caso, la propiedad se puede expresar como Vn € {1,...,20} (n es par =
n+1 es primo), es decir, estamos evaluando una propiedad para todos los ele-
mentos de un conjunto especifico (los nimeros enteros del 1 al 20), por lo
que se aborda desde la implicacion como condicional generalizado. Todos los
nimeros impares (donde P(n) es falso) siempre cumplen la implicacion, sin
importar si n + 1 es primo o no, pues una implicacién con premisa falsa es
siempre verdadera. Por otro lado, los tinicos casos en los que la implicacién
es falsa ocurren cuando: n es par (premisa verdadera) y n + 1 no es primo
(consecuente falso). Por lo tanto, la proposicién es verdadera para todos los
valores de n, excepto para los nimeros n = 8, 14, 20.

El segundo ejercicio es el laberinto (A.P.M.E.P.; 1992, p. 108), fue aplicado
a estudiantes de 15 y 16 afios de una escuela en Francia.

Lee atentamente las siguientes lineas antes de responder a las
preguntas. Una persona a la que llamaremos X ha atravesado este
laberinto, desde la entrada hasta la salida, sin haber pasado nunca
dos veces por la misma puerta. Las habitaciones estan nombradas
A, B, C... como se indica en la figura 3.1. Es posible formular
frases que tengan sentido en relaciéon con la situacion propuesta
y sobre cuya veracidad se pueda pronunciar (VERDADERA o
FALSA), o que pueden ser tales que la informacion disponible no
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sea suficiente para decidir si son verdaderas o falsas. Por ejemplo,
la frase “X ha pasado por C” es una frase VERDADERA. De
hecho, se afirma que X ha atravesado el laberinto, y C es la tinica
habitaciéon de entrada. Para cada una de las 6 frases siguientes,
indica si es VERDADERA, si es FALSA o si NO SE PUEDE

SABER, y explica tu respuesta:

X atraveso P;
X atraveso N;
X atraves6 M;
Si X atravesé O, entonces X atraveso F;

Si X atravesd K, entonces X atravesé L;

AR el o B S

Si X atravesé L, entonces X atraveso K.

Figura 3.1: Ejercicio del laberinto.
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Nota. Reproducido de Evaluation des programmes de mathématiques Seconde,
EVAPMO91/2, p. 108, por A.P.M.E.P., 1992.

Durand-Guerrier (2003) explica que los autores del ejercicio del laberinto
tomaron la implicacién como un condicional generalizado, es decir, las afir-
maciones deben aplicarse a todos los recorridos posibles, no solo a casos
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particulares. Respecto a las frases del ejercicio, la frase 1 es falsa, la 2,4y 5
son verdaderas, y las frases 3 y 6 dependen del camino que se siga. Sin embar-
go, las y los estudiantes evaluaron las implicaciones como casos particulares,
considerando solo un recorrido especifico. Esto se reflejo en su respuesta a la
afirmaciéon 6, donde algunos no pudieron determinar el valor de verdad por-
que el recorrido variaba, algunos de los profesores en el curso de formacién
también respondieron de forma similar a las y los estudiantes.

Como resultado de su investigacién, Durand-Guerrier (2003) concluye que al
centrarse demasiado en los casos donde el antecedente es verdadero, se refuer-
za la idea incorrecta de que solo esos casos importan para evaluar el valor
de verdad de una implicacién. En particular, menciona: “Nuestros analisis
y experimentos muestran claramente que la nocién correcta de implicacion
para las mateméticas es la implicacion 16gica” (Durand-Guerrier, 2003, p.
30).

3.2. Construccién de la implicaciéon desde la
teoria APOE

Uno de los pilares para la construccion de la implicacion es la construccion de
las tablas de verdad, Noriega-Marquez (2017) propone una DG del concepto
de tabla de verdad, siendo una de sus motivaciones que las y los estudian-
tes mejoren la habilidad para demostrar mateméticamente. El trabajo se
propone analizar los conocimientos que tienen las y los estudiantes sobre la
l6gica matematica. Ademds, busca desarrollar una descomposicién genética
para facilitar la construccion de los conceptos relacionados con las tablas de
verdad.

El autor considera dos Esquemas: uno para la interpretacion y otro para
la resolucion de problemas que requieran el uso de tablas de verdad. La
descripcion primer esquema es “el estudiante es capaz de comprender las
proposiciones, conoce el lenguaje matematico, maneja la sintaxis y la seman-
tica para contextualizar problemas de la vida diaria en problemas de logica”
(Noriega-Marquez, 2017, p. 124).

El segundo esquema se refiere a que el estudiante sea “capaz de utilizar los
conectivos logicos para encontrar los valores de verdad de las proposiciones
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trabajadas, conoce y aplica las leyes, propiedades y la notaciéon para resolver
las tablas de verdad” (Noriega-Marquez, 2017, p. 123). También se sugiere
que en los conocimientos previos (llamados ’pre-accién’) se tenga la pro-
posicion vista desde la sintaxis, aunque propone que se construya con una
actividad en el aula.

El investigador considera que se ha interiorizado el concepto de tablas de ver-
dad cuando las y los estudiantes entienden su origen, y lo tienen como Proceso
cuando encuentran los valores de verdad de proposiciones compuestas. Pos-
teriormente sugiere que se coordinen los Procesos de determinar, reflexionar
y argumentar sobre el valor de verdad de proposiciones compuestas y que se
involucren actividades, las cuales decidira el profesor a cargo, que lleven a la
tautologia; esto con el fin de que las y los estudiantes puedan llegar a las leyes
cotidianas de légica y demostrarlas. Sin embargo, no presenta una descom-
posicién genética de forma explicita sobre estos conceptos. Ademas, sobre el
concepto de tautologia no hay trabajos registrados que traten tinicamente de
este concepto de manera especifica.

A su vez, Garcia-Martinez y Parraguez (2018) reconocen la importancia de
los cuatro tipos de implicacién que propone Quine (1962): el entendimiento
comun, la implicaciéon material, la implicaciéon como condicional logicamente
valido y la implicacion como condicional generalizado. Destacan que, en el
campo de la Educacion Matematica no existia evidencia previa a su trabajo
sobre investigaciones relacionadas con la construccion de este concepto desde
la teoria APOE. Las autoras proponen la descomposicién genética de dos
interpretaciones de la implicacion: el entendimiento comin y el condicional
generalizado.

Para la implicaciéon como entendimiento comun aplicaron las dos actividades
que propuso Durand-Guerrier (2003) a estudiantes del segundo afio de peda-
gogia en una universidad de Chile. Para la actividad de los nimeros primos
agregaron las preguntas: ;Cémo responderian los estudiantes de media? y
,como responderia usted? Segun los resultados obtenidos de ambas activi-
dades, las autoras disefian una DG que se compone de cuatro estructuras
mentales: antecedente de la implicacién siempre verdadero, causalidad de
la implicacién, temporalidad de la implicacién y cuantificar la implicacién;
todas ellas como Acciones y sin mecanismos mentales entre ellas, como se
muestra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Descomposicion genética de la implicacion como entendimiento
comun.
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Nota. Tomado de “Diferentes interpretaciones de la implicaciéon: una mirada
desde la teorfa APOE” (p. 349), por por Garcia-Martinez, 1. y Parraguez,
M., 2018, 2018, Acta Latinoamericana de Matemética Educativa, 31(1).

Asimismo, para la implicacién como condicional generalizado las autoras ana-
lizaron dos libros de texto de algebra lineal. A partir de los elementos que se
presentaban en dichos textos y su experiencia docente, proponen la DG de
este tipo de implicacién, cuyas estructuras mentales son la proposicion como
Accién; la proposicion, la funcién, la funcién proposicional, el antecedente,
el consecuente y la implicacion material como Proceso; la funcién proposi-
cional e implicacién con cuantificador universal como Objeto. Ademas, los
mecanismos mentales presentes son la interiorizaciéon, la coordinacion, la en-
capsulacién y la desencapsulacién, como se puede notar en la Figura 3.3.

Finalmente, las investigadoras plantean como trabajo futuro disenar des-
composiciones genéticas para las otras interpretaciones de la implicacion,
reconociendo la importancia de los cuatro tipos de la implicaciéon y la falta
de investigacion de este tema desde la perspectiva de la teoria APOE. Este
planteamiento da los cimientos a nuestra investigacion.
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Figura 3.3: Descomposicion genética de la implicacion como condicional ge-
neralizado.
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Nota. Tomado de “Diferentes interpretaciones de la implicacion: una mirada
desde la teorfa APOE” (p. 357), por por Garcia-Martinez, I. y Parraguez,
M., 2018, 2018, Acta Latinoamericana de Matemética Educativa, 31(1).



Capitulo 4

Preguntas de investigacion y
Metodologia

En este capitulo se presentan las preguntas de investigacion a las que se
les dara respuesta en las conclusiones, proporcionando un marco claro de
los objetivos que guiaron este trabajo. Estas preguntas son el eje central del
estudio y permitieron orientar tanto la formulacion de las actividades como el
analisis de los resultados. Ademas, se describe detalladamente la metodologia
empleada para la implementacion practica de las actividades, lo que incluye
la seleccion de participantes.

4.1. Preguntas de investigacion

Como se mencion6 en el Capitulo 3, la literatura sugiere que tratar con la
implicacién no es tan trivial. Quine (1962) considera necesario contemplar
cuatro tipos de implicacion: el entendimiento comun, la implicacién mate-
rial, como condicional légicamente valido y como condicional generalizado.
La investigaciéon de Durand-Guerrier (2003) concluye que en el aula suele
considerarse la implicacion material, y que el tipo de implicaciéon mas ade-
cuado para las matematicas es la implicacion como condicional l6gicamente
valido, en el que se entiende que si el antecedente es verdadero, entonces el
consecuente debe ser verdadero.
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En este contexto, las dificultades que enfrentan los estudiantes al aprender
el concepto de implicaciéon logica estan estrechamente relacionadas con la
falta de claridad sobre los diferentes tipos de implicacién. Segin Durand-
Guerrier (2003), en el aula las y los estudiantes tienden a manejar solo una
interpretacion de la implicacién, generalmente la implicacion material, lo que
limita su comprensiéon del concepto en contextos matematicos mas complejos.
Ademas, presentan dificultades para comprender el condicional logicamente
valido; asimismo, muchos estudiantes tienen problemas para aplicar el con-
dicional generalizado.

En consecuencia, partimos de la premisa de que existen dificultades para el
aprendizaje de la implicacién, ya que hay distintos tipos y no suelen consi-
derarse todos cuando se ensena este concepto. En adicién, Garcia-Martinez
y Parraguez (2018) mencionan que, en Educacién Matemadtica, no habia evi-
dencia de investigaciones sobre la construccion del concepto de implicacion
desde la teorfa APOE. Por lo tanto, en este trabajo nos proponemos respon-
der las siguientes preguntas:

. Qué estructuras y mecanismos mentales estan asociados al con-
cepto de implicacion como condicional 16gicamente vélido en es-
tudiantes de nivel superior?

,, Cémo contribuye la descomposicién genética propuesta a la iden-
tificacion de las dificultades que enfrentan los estudiantes de nivel
superior al aprender el concepto de implicacion logica?

4.2. Descripcion metodolégica

Una investigacién basada en la teoria APOE se compone de tres componen-
tes esenciales: Analisis Tedrico, Disefio e Implementacion de la Instruccion y
Recopilacion y Anélisis de Datos. Para llevar a cabo esta investigacion ba-
sada en la teoria APOE, se utilizan diversos métodos y herramientas como
entrevistas, preguntas, observaciones en el aula, entre otros. Estos métodos
permiten recopilar datos valiosos que ayudan a evaluar y mejorar la instruc-
cién basada en APOE y a comprender mejor cémo los estudiantes construyen
su comprensién de los conceptos matemdticos (Arnon et al., 2014).
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Arnon et al. (2014) describen que el proceso comienza con un analisis teérico
de como los estudiantes comprenden el concepto matematico en cuestion, con
esta informacién se procede a la creacion de una descomposicién genética
preliminar. Esta descomposicion genética se convierte en un marco que guia
el diseno de la instruccion y las actividades que se centran en promover y
fomentar las construcciones mentales requeridas por la teoria APOE.

Una vez que la instruccion se ha implementado, se recopilan datos relaciona-
dos con el desempeno y el aprendizaje de las y los estudiantes. Estos datos
se analizan para determinar si las y los estudiantes han realizado las cons-
trucciones mentales previstas y para evaluar el nivel de comprension que han
logrado. Si los resultados no cumplen con las expectativas en cualquiera de
estas areas, se ajusta y modifica la instruccion en consecuencia, trabajando
en un ciclo iterativo (Arnon et al., 2014).

Uno de los métodos principales para recopilar datos, ademas de la evidencia
escrita de las actividades, es a través de entrevistas, si bien pueden utilizarse
para medir actitudes de las y los estudiantes y comparar el rendimiento
matematico entre diferentes enfoques de ensenanza, su objetivo principal es
determinar si han desarrollado las construcciones mentales esperadas segin
la descomposicion genética utilizada en el estudio (Arnon et al., 2014).

Llevamos a cabo la descomposicién genética tanto de la tautologia como de
la implicacion como condicional logicamente valido, basandonos en la teo-
ria APOE. Estas descomposiciones muestran cada uno de los conceptos en
estructuras y mecanismos mentales, mediante los cuales se puede desarro-
llar una comprensioén de dichos conceptos. Los detalles completos de estas
descomposiciones se describen con mayor precisién en el Capitulo 5.

Basandonos en las descomposiciones genéticas mencionadas, disefiamos un
conjunto de actividades que buscan fomentar las construcciones mentales
descritas en dichas descomposiciones. Estas actividades fueron realizadas de
manera que los estudiantes puedan construir y/o desarrollar su comprensién
de los conceptos; y para la implementacion efectiva de estas actividades,
utilizamos el ciclo ACE.

Adicionalmente, hemos incorporado los problemas de los niimeros primos y el
laberinto, pues se han utilizado para evaluar la comprension de la implicacién.
Al abordar ambos problemas los estudiantes deben aplicar razonamientos
logicos para su resolucion, esto no solo proporciona un marco para medir
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la comprension de los conceptos, sino que también ofrece una oportunidad
para observar céomo los estudiantes abordan y razonan en relacién con la
implicacion. Incluirlos en esta investigacion nos da un contexto sobre como
nuestra propuesta se relaciona con la construccion de la implicacion como
condicional generalizado.

Esta implementacion se realizd a seis estudiantes de segundo trimestre de
la Licenciatura en Matematicas Aplicadas de la Universidad Auténoma Me-
tropolitana (UAM) en México; a estos estudiantes los llamaremos A, B, C,
D, E y F; organizados en equipos de dos personas: Ay F; Cy E; y Dy B.
Dichos participantes previamente habian tomado la Unidad de Ensenanza
Aprendizaje (UEA) de Taller de Matematicas e Introduccién al Pensamiento
Matematico. En Taller de Matematicas se brindan las herramientas basicas
del algebra, la trigonometria y geometria elemental para la resolucion de pro-
blemas sencillos; por otro lado, en Introducciéon al Pensamiento Matematico
se promueve el pensamiento analitico, habilidades l6gico-matematicas y ha-
bilidades blandas diciplinares como la escritura y exposiciéon de argumentos.
Las y los estudiantes se encontraban inscritos y cursando la primera semana
en la UEA: Algebra Superior I. Aunque dentro del contenido de esta UEA
se encuentra el tema de l6gica atin no lo habian tratado en clase.

El desarrollo de cada descomposicion genética fue implementado durante una
sesion, cada una de aproximadamente dos horas. Para la primera sesion apli-
camos las actividades que se encuentran en el Cuadro 5.1, estas actividades
fueron divididas en cuatro partes y se pueden encontrar en el Anexo 1. Para la
segunda sesion aplicamos las actividades que se encuentran en el Cuadro 5.2,
estas actividades fueron igualmente divididas en cuatro partes y se pueden
encontrar en el Anexo 2. Esta particién se realizd con el objetivo de facilitar
la discusion en clase después de cada aplicacién. Cada actividad se llevo a
cabo de manera secuencial y estructurada, permitiendo a los estudiantes re-
flexionar y discutir sobre los conceptos abordados; al realizar las actividades
por partes se dio lugar a espacios para preguntas y retroalimentacion.

Siguiendo el ciclo ACE de la teoria APOE, la integracién de ejercicios per-
miten a los estudiantes practicar y aplicar los conceptos, facilitando asi la
repeticion y variacién necesaria para solidificar su comprension y desarrollar
habilidades matematicas mas robustas. En el anexo también se encuentran
los ejercicios [9.1] planeados para que los estudiantes reforzaran lo aprendido
durante las sesiones. Estos ejercicios fueron disenados con el propésito de
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consolidar y profundizar la comprension de los conceptos discutidos en la
sesion. Posteriormente se realizd una entrevista individual para conocer de
manera mas profunda las respuestas de los participantes, esto con el objeti-
vo de identificar si habian interiorizado los conceptos discutidos y detectar
posibles dudas. Las sesiones, donde los participantes trabajaron en equipo,
fueron grabadas en audio para asegurar que la informacién se capturara con
la mejor precision posible. Posteriormente, se realizé una transcripcion com-
pleta de todas las grabaciones, lo que nos permitié estudiar los datos de forma
cualitativa. Este enfoque, conocido como investigaciéon cualitativa basada en
entrevistas, nos facilité un anélisis profundo de las interacciones y discusio-
nes que tuvieron lugar durante las sesiones. A través de esta metodologia,
pudimos identificar patrones y temas emergentes, asi como comprender las
experiencias y perspectivas de los participantes de manera mas rica y deta-
llada.

Una vez analizados los datos que se recopilaron de las actividades y gra-
baciones, surgieron dudas que requerian una exploracién mas amplia. Para
abordar estas inquietudes, se realizaron entrevistas a las y los estudiantes
con el objetivo de profundizar en su proceso de aprendizaje. Estas entrevis-
tas permitieron obtener una perspectiva mas clara sobre los razonamientos
que emplearon, las dificultades que encontraron y la construccion de las es-
tructuras mentales que consolidaron.
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Capitulo 5

Descripcion de las
descomposiciones genéticas y
actividades para el ciclo ACE

En este capitulo se presenta una descomposicion genética del concepto de
tautologia y una del concepto de implicaciéon como condicional logicamen-
te valido. Comenzaremos con una descripcién detallada de las descomposi-
ciones genéticas, explicando las estructuras y mecanismos mentales que la
componen. Y finalmente se presentan las actividades que fomentan dichas
descomposiciones.

5.1. Descomposiciones genéticas

Las demostraciones matematicas se fundamentan en principios logicos, de-
finiciones, axiomas, teoremas previos, y otras herramientas; entre ellas se
incluyen las demostraciones por contradiccién, por contrapositiva, directas,
entre otras. Para establecer un entendimiento sélido de estas es fundamen-
tal tener interiorizada la implicacion, por lo que proponemos iniciar con el
estudio de conceptos fundamentales como la proposicién, las proposiciones
compuestas y la tautologia, lo que permitira abordar con mayor profundidad
conceptos como la implicaciéon material y la implicacion como condicional
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légicamente valido.

5.1.1. Descripcion de la descomposicion genética tau-
tologia

La primera descomposicién genética (DG) se centra en dichos elementos
fundamentales; su propésito es describir como las y los estudiantes pueden
construir la proposicion, la proposicion compuesta y la tautologia como un
Proceso en términos de estructura mental. Es importante aclarar que los
conceptos que se presentan durante este escrito son tomados del libro de
Grimaldi (1998), que es la terminologia tradicional en Légica.

Nuestra DG, representada en la figura 5.1, considera que el conocimiento
previo de las y los estudiantes debe ser el siguiente:

= Oraciéon como Proceso: implica reconocerla como una oracién declara-
tiva.

Se toman las oraciones como conocimiento previo. Se realizan Acciones sobre
la oracion como Proceso con el fin de determinar si las oraciones tienen valor
de verdad. Estas Acciones se interiorizan en el Proceso de proposicion, en
este Proceso se identifican a las proposiciones como las oraciones que tienen
valor de verdad bien definido.

Se hacen Acciones sobre la proposicién que se interiorizan en los Procesos
de los conectivos logicos (N, V, ), por ejemplo, cuando pueden determinar el
valor de verdad usando dichos conectivos. Se hacen Acciones que se interiori-
zan en el Proceso de tabla de verdad mismas que se coordinan con el Proceso
de conectivos logicos para interiorizar el Proceso de tabla de verdad de cada
conectivo logico.

Se coordinan el Proceso de conectivos logicos con el Proceso de tabla de
verdad para construir un nuevo Proceso llamado proposicion compuesta, que
consiste en entender a las proposiciones compuestas como proposiciones que
se obtienen a partir de los conectivos légicos y a las que se les puede asociar
una tabla de verdad para obtener su valor de verdad, segtin el valor de verdad
de las proposiciones que las componen.
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Figura 5.1: Descomposicion genética de la tautologia.
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Se hacen Acciones sobre las proposiciones compuestas para interiorizar un
Proceso que puede determinar cuando dos proposiciones tienen los mismos
valores de verdad, a este Proceso se le llama proposiciones equivalentes.

Se realizan Acciones sobre las proposiciones compuestas y sus valores de
verdad para interiorizar el Proceso de tautologia (resp. contradiccién) como
aquellas propisiciones que son verdaderas (resp. falsas) sin importar el valor
de verdad de las proposiciones que las conforman. Se interioriza la tautologia
y la contradiccién como Procesos a través de la equivalencia con proposiciones
siempre verdaderas (resp. falsas).
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5.1.2. Descripcién de la descomposicion genética de la
implicacién como condicional l6gicamente valido

Una vez que las y los estudiantes han adquirido la tautologia como Proceso,
avanzamos hacia la segunda descomposicion genética que proponemos. Esta
tiene el objetivo de describir como las y los estudiantes pueden construir y
comprender la implicacién como conectivo légico, también llamada implica-
ciéon material, y la implicaciéon como condicional l6gicamente valido como un
Proceso en términos de estructura mental. Ambos tipos de implicaciones se
encuentran profundamente conectadas, ya que ambas se basan en principios
l6gicos fundamentales y comparten un esquema condicional. La construccion
de estos conceptos en conjunto permite no solo el entendimiento individual
de cada tipo de implicacion, sino también su diferenciacion.

La DG que proponemos esta representada en la figura 5.2, y considera que
el conocimiento previo debe ser el siguiente:

= Proposicion como Proceso: implica reconocerla como una declaracién
o afirmacién que posee un valor de verdad.

= Conectivos logicos como Proceso: conlleva construir tablas de verdad
usando los conectivos logicos A, V, — para conectar proposiciones.

= Proposicion compuesta como Proceso: requiere reconocerla como una
proposiciéon unida por conectivos légicos, se construyen tablas de ver-
dad con proposiciones compuestas.

= Proposiciones equivalentes como Proceso: implica validar o refutar la
equivalencia de proposiciones compuestas usando tablas de verdad.

= Tautologia como Proceso: demanda determinar cuando una proposicion
es una tautologia usando tablas de verdad, reconoce PV —P.

» Implicacion como entendimiento comuin como Proceso: significa que no

se considera el caso de un antecedente falso.

Se toman la proposicion y conectivos légicos como conocimiento previo, estos
se coordinan para construir el Proceso de la implicacion material p — q, que
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Figura 5.2: Descomposicion genética de la implicacion material y la implica-
cion como condicional logicamente vdlido.
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consiste en identificarla como un nuevo conectivo légico usando tablas de
verdad, y se identifican las premisas y conclusiones.

Se coordinan los Procesos del entendimiento comun de la implicacion y la
implicacion material para construir el nuevo Proceso en el que se distingue la
diferencia entre ambos tipos de implicaciones, es decir, que el entendimiento
comun de la implicacion no es necesariamente la implicacién material.

Se coordinan los Procesos de la implicacion material con las proposiciones
compuestas para construir el nuevo Proceso de P — () (implicacién entre
proposiciones compuestas), este se basa en entender P — () como una im-
plicacién donde las premisas y conclusiones son proposiciones compuestas.

El Proceso de P — @ y el Proceso de las proposiciones equivalentes se coor-
dinan para construir el Proceso en el que comparan P — () con proposiciones
equivalentes, esto implica determinar las equivalencias usando tablas de ver-
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dad y conllevar a la tautologia.

Se coordinan este nuevo Proceso con la tautologia para construir a P = @)
(condicional légicamente véalida) como Proceso, se basa en entender que P =
() es una implicacién donde solo consideran los casos que son verdad.

Se coordina el entendimiento comin de la implicaciéon con la comparacion
de P — () con proposiciones equivalentes para construir un nuevo Proceso
en el que entienden que el entendimiento comin de la implicacion no es
necesariamente P — Q. El Proceso de P — @) se coordina con P = () para
construir un nuevo Proceso en el que se entiende que la implicacion material
no es necesariamente P = Q).

5.2. Actividades

En esta seccion se describen las actividades disenadas con base en las des-
composiciones genéticas propuestas, las cuales se integran con el Ciclo ACE
como marco estructural para guiar el aprendizaje. Cada pregunta se ha elabo-
rado para reflejar las construcciones mentales previstas en la descomposicion
genética, lo que permite a los estudiantes avanzar en su comprension de los
conceptos. Este enfoque asegura un aprendizaje significativo, en el que las co-
nexiones entre las estructuras y mecanismos mentales de la descomposicién
genética se realizan de manera clara.

5.2.1. Actividades para la implementacion de la des-
composicién genética de tautologia

En el Cuadro 5.1 se detallan actividades propuestas y los aspectos especificos
de la descomposicion genética que promueven.
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Cuadro 5.1: Descripcion de las actividades segun la descomposicion genética

de tautologia

Actividad

Andlisis de la
actividad con
base en la DG

e Determina si las siguientes oraciones pueden o
no ser verdaderas o falsas.

a) Todos los tridangulos son equildteros

b) jFeliz aniversario!

c) 20+ 25 =45

d) La UAM Cuajimalpa tiene escaleras eléctricas

e Escribe el valor de verdad de las oraciones
anteriores

Accién de designar
adecuadamente
valores de verdad a
oraciones.

e Escribe una oracion que sea falsa, una que sea
verdadera y una a la que no se le pueda asignar
un valor de verdad.

Interiorizacién de las
Acciones anteriores
para dar lugar a la
proposicién como
proceso, las y los
estudiantes deben
ser capaces de
construir ejemplos.
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e Escribe la negacién de las siguientes
proposiciones:

a) p: La capital de Francia es Paris
—|pj

b) p: 7 es un ntmero irracional
—\p:

Accién de usar
conectivos légicos
(A, V, ) en las
proposiciones.

c)p:2+2=4
—|pj

e ;Con cuantas proposiciones simples se
construyen las siguientes proposiciones?

a) Uso Instagram o uso TikTok

b) Uso Instagram o uso TikTok y uso Facebook

e Analiza los posibles valores de verdad de la
frase: “Uso Instagram o uso TikTok”.

e Analiza los posibles valores de verdad de la
frase: “Uso Instagram y uso TikTok”.
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e Construye una tabla con todas las
posibilidades de valores de verdad y organizalas en
la siguiente tabla:

z%q

e Construye una tabla con todas las posibilidades
de valores de verdad y organizalas en la siguiente
tabla:

plq|r
Interiorizacién de los

conectivos logicos
e Construye la tabla de verdad de la negacién y | (A,V, ), las y los

redacta qué puedes decir acerca de la negacion: estudiantes son
P ‘ —p (negacion de p) capaces de realizar
‘ tablas de verdad
usando los
e Construye la tabla de verdad de p o q conectivos.
(disyuncién), y menciona en qué casos p V q es
falsa:

plalpValpoqg

e Construye la tabla de verdad de la conjunciéon
de p y q (conjuncién), y menciona en qué casos
p A q es falsa:

plalpAgpyq)

Coordinacion de
proposiciones y
conectivos logicos
para llegar al nuevo
proceso de
proposiciones
compuestas, deben
ser capaces de
construir las tablas
de verdad de
proposiciones
compuestas.

e Usa una tabla de verdad para determinar el
valor de verdad de los siguientes incisos:

a) Uso Instagram, o uso TikTok y veo YouTube
b) No uso Instagram, y uso TikTok o uso
Facebook

c¢) No es cierto que no uso Instagram y uso
TikTok, y uso Instagram o uso TikTok

d) Uso TikTok y, ademés, o no uso Instagram o
uso TikTok




Capitulo 5. Descripcion de las descomposiciones genéticas y actividades
para el ciclo ACE

52

1. Escribe si consideras si son légicamente
equivalentes las siguientes frases

a) p: No puedo decirle que no a mi hermanita si
me pide algo

q: Siempre haré lo que me pida mi hermanita.

b) P: No es cierto que esté lloviendo y el piso esté
seco al mismo tiempo.

@: O no esta lloviendo o el piso no estéd seco.

2. Decide si p es logicamente equivalente (=) a
— (—p).

Acciones sobre
proposiciones
equivalentes

1. Usa las tablas de verdad para probar la
equivalencia de los siguientes incisos:

a) ~(pAq)=-pV—q

b) =(pVq) =-pA—g

c)pA(pVag =p

Interiorizacién de
proposiciones
equivalentes, deben
ser capaces de
construir las tablas
de verdad de
proposiciones
compuestas para
verificar la

a) Nadé en una alberca, pero no me mojé.

b) Fui a la escuela y entre a todas las clases, pero
jugué videojuegos en casa todo el dia.

¢) Un tridngulo puede ser isdsceles, escaleno o
equilatero.

equivalencia.
1. En los siguientes ejemplos indica cudl es una Accién sobre las
tautologia (7p) y cudl es una contradiccién (Cy): | proposiciones

compuestas para
dar lugar a la
tautologia y a la
contradiccién
como Procesos.

1. Demuestra mediante tablas de verdad que
P: pV —p es una tautologia.

2. Demuestra mediante tablas de verdad que
P: p A =p es una contradiccién.

3. Mediante tablas de verdad, indica si las
siguientes proposiciones compuestas son tautologia
o una contradiccion:

a) (pVaq)V(-pA-q)

b) (pAg) A (=p A —q)

Interiorizacién de la
tautologia y la
contradiccion como
Procesos a través
de la equivalencia
con proposiciones
siempre verdaderas
o falsas.
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5.2.2. Actividades para la implementaciéon de la des-
composicion genética de la implicacién como con-
dicional l6gicamente valido

En el Cuadro 5.2 se presentan actividades propuestas, las cuales no se en-
cuentran en el orden en el que fueron aplicadas sino en los aspectos especificos
de la descomposicion genética que promueven.

Cuadro 5.2: Descripcion de las actividades segun la descomposicion genética
de la implicacion como condicional logicamente vdlido

Andlisis de la
Actividad actividad con
base en la DG

e Indica cudl es la premisa (P) y la conclusion
(C) de las siguientes proposiciones:

a) “Estudiar légica implica que sabré demostrar”.
(O estudiar légica

(O sabré demostrar Coordinacion de

b) “Viajaré a Japén, si gano la beca de proposiciones y
intercambio”. conectivos logicos

(O Viajaré a Japén para llegar al proceso
(O gano la beca de intercambio de implicacién

c) “Si la gente miente, entonces siembra material, deben ser
desconfianza”. capaces de reconocer
O la gente miente la premisa y la

O la gente siembra desconfianza conclusion y de
“Comenzaré un negocio propio, si no encuentro construir las tablas de
trabajo este afio”. verdad de la

(O comenzaré un negocio propio implicacion.

(O no encuentro trabajo este afio

e Construye la tabla de verdad de p — ¢
(p implica q).
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e Determina el valor de verdad de los siguientes
incisos:

a) Mi abuelita anda en bici — seré ganador del
premio nobel.

b) Si no estudio, entonces reprobaré.

c) BednA={1,2}) >3 A

e En el caso de que la implicacion “si entregas
todos los trabajos, aprobaras la asignatura” es
verdadera, qué puedes decir sobre el valor de
verdad de su premisa y conclusion.

Coordinacion del
entendimiento comin
de la implicacion y

la implicacion
material para dar
lugar a un proceso en
el que se descubre que
el entendimiento
comun de la
implicacién no es
necesariamente

P—qQ

e Considera el siguiente argumento:

“Si hace mucho calor, entonces iré a la playa”.
(p—q)

“Si voy a la playa, entonces nadaré en el mar”.
(g—r)

“Hace mucho calor”. (p)

Si hoy hace mucho calor, ;qué puedo concluir?

e Analiza el siguiente argumento:

“Si el cielo esta nublado, entonces podria llover”.
(p—q)

Si no llovié (—q), ;podemos afirmar que el cielo no
estaba nublado (—p)?

e Dado el argumento: “Si estudio con disciplina y
descanso bien la noche antes del examen, entonces
obtendré una buena calificacion”.

Forma un argumento logico basado en la condicién
dada e introduce una conclusion que se siga de las
premisas.

e Determina cudl es la premisa y la conclusion
(P — @) de las siguientes proposiciones
compuestas.

a) ~(pVq) = —p

b)p—(¢g—r)

c)(p—q) = (¢—p)

d) [(p—>a)ng —p

) p=ar(g=r)]—=(p—=r1)

@

Coordinacion de

p — q y proposiciones
compuestas para
llegar al nuevo
proceso de P — @
(implicacion entre
proposiciones
compuestas), deben
ser capaces de
reconocer y construir
argumentos (premisas
y conclusiones)
usando proposiciones
compuestas.
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e Usa las tablas de verdad para probar la
equivalencia logica de los siguientes incisos:
a)p—q=-pVyq

b) =(p = q) =pA—q

c) pA-p) = q=Tp

Coordinacion de

P — @ con las
proposiciones
equivalentes, para
construir el proceso
en el que se comparan
P — (@ con
proposiciones
equivalentes usando
tablas de verdad.

e Construya una tabla de verdad para cada una
de las siguientes proposiciones compuestas. p, q,r
denotan proposiciones simples.

a) =(pVq) = —p

b)p—=(g—=r)

e ;Cuales de las proposiciones compuestas del
ejercicio anterior son tautologias?

e Decimos que p implica légicamente a ¢ (=) si
p — ¢ es una tautologia. De las implicaciones de
los problemas 1y 2, jcudles implicaciones (—)
pueden ser sustituidas por implicaciones logicas
(=)?

Coordinacion de la
comparacion de

P — (@) con
proposiciones
equivalentes con la
tautologia para dar
lugar a P = @
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e Si P es verdad (tautologia) y P = @ (es decir,

P — @ es tautologia), ;qué puedes decir sobre el
valor de Q7

e Considera P: los oviparos nacen de huevo y el
huevo tiene yema, ): los canarios son oviparos y
cuando eran huevo tenian yema. Considera que P
es cierto, y que P = ). ;qué puedes decir sobre el
valor de )7

e Si P= () y P es falso (contradiccién), ;qué
puedes decir sobre el valor de ()7

e Si tenemos P: esta lloviendo, ): me mojé el
cabello. Si P = ) y P es falso, ;qué puedes decir
sobre el valor de )7

e P=(Qy (@ es falso, jqué puedes decir del valor
de verdad de P?

e Considera P: el rio esta seco, Q: los peces
pueden vivir en el rio. Si P = Q y @ es falso (los
peces no pueden vivir en un rio seco), ;qué puedes
decir sobre el valor de P?

e P = (Q y (@ verdadero, ; Qué puedes decir del
valor de verdad de P?

e Si tenemos P: es fin de semana, (Q: voy al cine.
Si P= Qy P es falso, jqué puedes decir sobre el
valor de Q7

Coordinacion del
entendimiento comin
de la implicacién y la
comparacion de

P — @ con
proposiciones
equivalentes para dar
lugar a un proceso en
el que se descubre que
el entendimiento
comun de la
implicacién no es
necesariamente

P—qQ

Coordinacion de la
implicacion

material y la
comparacion de

P = (@ con
proposiciones
equivalentes para
propiciar un Proceso
en el que se descubre
que la implicacion
material no es
necesariamente

P=Q




Capitulo 6

Resultados

En este capitulo se presentaran los resultados obtenidos a partir de la imple-
mentacion de la descomposicion genética mediante el ciclo ACE. Los resul-
tados serdn desglosados en funcién de los diferentes componentes del ciclo
ACE, con el objetivo de observar como cada fase contribuye al desarrollo de
las habilidades cognitivas de los estudiantes. Usaremos E1 y E2 para denotar
a las personas responsables de la aplicacion de las actividades y entrevistas.

6.1. Resultados de la implementacién de la
descomposicion genética de tautologia

Las y los estudiantes realizaron las Acciones de asignar valores de verdad a
oraciones (Parte 1, actividades 1 y 2), y llevaron a cabo la interiorizacién de
las Acciones anteriores para dar lugar a la proposicién como Proceso (Parte
1, actividad 3). Como parte de esa interiorizacién, también fueron capaces
de construir ejemplos, usando incluso simbolos que normalmente no usarian,
como lo podemos notar en la figura 6.1. Esto refuerza la idea de que si se
interiorizo la proposicion.

Todas y todos hicieron Acciones usando conectivos 16gicos (A, V,—) en las
proposiciones (Parte 1, actividad 4; Parte 2, actividad 1, 2, 3). Por ejemplo,
realizaron la negacién de las proposiciones propuestas; al desarrollar la ac-
tividad donde se pedia identificar de cuantas proposiciones simples estaba

57
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Figura 6.1: Parte 1, actividad 3. Estudiantes C'y E.

3. Escribe una oracién que sean falsa, una que sea verdadera y una a la que no se le pueda
asignar un valor de verdad.

a4z A
ToR- & i .‘
" Hou \peve

compuesta otra proposicion, una tercera parte del grupo contestd que estaba
compuesta por dos proposiciones, tal como se muestra en la Figura 6.2; sin
embargo, al entrevistarlos sobre porqué habian respondido de esa forma, ellos
reconocieron que la respuesta era distinta:

Figura 6.2: Parte 2, actividad 1. Estudiantes C'y F.

1. ;Con cuéntas proposiciones simples se construyen las siguientes proposiciones?

a) “Uso Instagram o uso Tiktok” 2
b) “Uso Instagram o uso Tiktok y uso Facebook” 2

~——

E2: ;Recuerdas porqué pusiste estas respuestas?

E: No, pero la respuesta estd mal. En la sequnda es tres, no dos.

Todas y todos los participantes analizaron los valores de verdad de las pro-
posiciones que se presentaron, usaron tablas de verdad a pesar de que ain
no se veian en las actividades, por lo que podemos afirmar que todas y todos
ellos ya contaban con ese conocimiento previo. Realizaron las actividades
para interiorizar el Proceso de tablas de verdad (Parte 2, actividad 4 y 5),
durante la actividad presentaron evidencia de reconocer cuales deben ser los
casos presentes en dichas tablas, es decir, interiorizaron las tablas de verdad:

B: ;Sabes como se construye la de tres proposiciones?

D: No.
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B: Es como toda la combinatoria, haces: verdad, verdad, verdad, verdad, fal-
so, falso, falso, falso. Y luego dos a dos: verdad, verdad, falso, falso, verdad,
verdad, falso, falso. Y luego uno a uno: verdad, falso, verdad, falso, verdad,
falso, verdad, falso. Y si te das cuenta estan todas las combinaciones, donde
todas son verdad, donde uno de estos es falso y asi.

En la Parte 2, actividades 6, 7 y 8, se buscé coordinar el Proceso de tablas
de verdad con el de los conectivos logicos para dar lugar al Proceso de las
tablas de verdad de cada conectivo logico, este apartado fue reconocido como
extenso por los participantes durante su implementacion. Todas y todos lo
hicieron basandose tinicamente en sus conocimientos previos, como se mues-
tra la platica de los estudiantes E a C:

E: ‘Construye la tabla de verdad de p o q, y menciona en qué casos \V es
falsa’ (realizan tabla de verdad).

C: sLa disyuncion qué era?
E: o, aqui dice.

E: Segin yo todas son verdad menos cuando es falso falso.

Esto muestra que no hubo un anélisis sobre los conectivos 16gicos, sino una
evocacién a sus conocimientos previos, reestructurar esta actividad podria
resultar conveniente.

Sobre las actividades para entender las proposiciones compuestas como aque-
llas que se obtienen a partir de los conectivos logicos (Parte 2, actividad 9),
cada par de estudiantes realizaron las actividades de forma distinta. Dos de
ellos, A y F, dieron valores de verdad de forma lineal en cada par de propo-
siciones unidas por un conectivo légico, no tomaron en cuenta algin tipo de
agrupacion, como se nota en la Figura 6.3.

Por otro lado, los participantes C y E si consideraron la agrupacion de las
proposiciones para realizar la actividad, identificando asi las proposiciones
compuestas, esto se muestra en la Figura 6.4.

El ultimo par de estudiantes, B y D, presentaron mas dudas referente a la
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Figura 6.3: Parte 2, actividad 9. Estudiantes A y F.

9. Usa una tabla de verdad para determinar el valor de verdad de los siguientes incisos:

so TikTok yveo YouTube”.

(2) “Uso Instagram,

v Y
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v v ¥
v Y IE] ¢
' = v
v F ¥
R e F
(b) “No uso Instagram,-y.uso Tiktoko,uso Facebook”.
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¢) “No es cierto que no uso Insta so TikTok,syuso Instagr: uso TikTok”.
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agrupacion de las proposiciones, asi que preguntaron al aplicador:

B: ;Es que aqui no sabemos como juntar las oraciones, ponemos el ‘uso
TikTok y veo YouTube’ y los juntamos en una y desarrollamos como la tabla
de verdad de eso y aparte el 0?

E1: ;Cambia?

B: Es lo que no sé, es lo que de le decia que no sé si son las mismas, o sea
si es logicamente equivalente ponerlas asi...
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Figura 6.4: Parte 2, actividad 9. Estudiantes C y E.

9. Usa una tabla de verdad para determinar el valor de verdad de los siguientes incisos:

(a) “Uso Instagram, o uso TikTok y veo YouTube”. —_— PV (Lo' /\V\!)
N w4 ¢ 2
AV (9 A | fw\w X

| ;
(b) “No uso Insta‘grax/n, y uso Tiktdk o uso Facebook”.

—p /((ﬂvw\

s

(¢) “No es cierto que no uso Instagram y uso ﬁ%ﬂo {;;ta’/g:a;) 0 us T1kTok”

(PAQ [PvQ) S

E1: No sé...

B: Esa es una.

E1: ;Cambiara?

B: Lo checamos y si no cambia pues ya da igual.
D: Entonces...

B: Asumamos que no cambia... si, hay que dejarlo asi...asumiendo eso...
logicamente equivalente, entonces dejamos el y como un o, no?

D: Ok.
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Aunque no se habia tratado atin el concepto de légicamente equivalente, los
participantes aparentemente ya lo tenian como conocimiento previo. Estos
estudiantes no revisaron si eran logicamente equivalentes, y més adelante en
la misma actividad continuaron las dudas:

B: Es que recuerda que de todos modos dijo que eran logicamente equivalentes,
sno?

D: Dijo... lo prequnto: sson equivalentes?
B: Si, no, no afirmo nada.
D: A wver, entonces... es que son dos Tiktoks.

B: Ah si, justo, tienes que ver que sucede, porque no puedes tener al mismo
tiempo valor de verdad, verdadero y falso.

D: Si... ya me confundi.

B: Aqui mira ‘No es cierto que no uso Instagram y uso TikTok, y uso Insta-
gram o uso TikTok’..

D: Pero no entiendo.

B: Yo también ya me confundi mds....esto es completo, entonces es Instagram
y Tiktok, hay que hacer el valor de verdad.

D: No, ya me confundi...bueno ya lo voy a hacer asi.

Realizaron las tablas de verdad asumiendo que no cambiaba el resultado sin
importar como agruparan las proposiciones, como se puede ver en la Figura
6.5.

Se entrevistd a uno de los participantes, cuestionando esta actividad para
encontrar evidencia sobre la coordinacion de este proceso, el participante de-
clar6 lo siguiente:

E2: En este ejercicio ustedes tuvieron una duda sobre como agruparlos, y
aunque E1 les dijo que tenian que verificar si eran logicamente equivalentes,
ustedes asumieron que si eran equivalentes.
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Figura 6.5: Parte 2, actividad 9. Estudiantes B y D.
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D: ;Ah si? Estoy recordando.

E2: Hicieron las tablas de verdad pero asumiendo que eran equivalentes,
es decir, como si “(Uso Instagram o uso TikTok) y veo YouTube” y “Uso
Instagram o (uso TikTok y veo YouTube)” es lo mismo. ;Cdémo justificarias
que son equivalentes?
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D: No sé.
E2: ;Ti qué crees?
D: No recuerdo mucho pero creo que no, porque...

E2: ;T crees que “(Uso Instagram o uso TikTok) y veo YouTube” es diferente
a “Uso Instagram o (uso TikTok y veo YouTube)”, vedmoslo con simbolos (se
anotan las proposiciones con simbolos). ;T crees que realizando las tablas
de verdad serdan equivalentes?

D: No me acuerdo, yo diria que... no, pero haré las tablas (realiza las tablas).
E2: Ahora que ya hiciste las tablas de verdad, podemos decir que...
D: No son equivalentes.

FE2: ;Entonces crees que el resultado cambiaria?

D: S7.

Aunque el participante realiza las tablas de verdad de las proposiciones com-
puestas, no hay suficiente evidencia de que se coordinan los Procesos de tablas
de verdad y conectivos 16gicos.

Por otra parte, cuatro de los participantes realizaron Acciones sobre proposi-
ciones equivalentes e identificaron la equivalencia de proposiciones propuestas
(Parte 3, actividad 1, 2 y 3). Los participantes B y D plantearon otra forma
de ver las proposiciones:

D: No puedo decirle que no...ah pero solamente es ver si son equivalentes,
no?... ‘Siempre haré lo que me pida mi hermanita’.. ah ya entendsi... si pero...
si son equivalentes, no?... porque si siempre hards lo que diga la hermanita,
no puede decirle que no.

B: Si, si, tienes razon...

De forma similar los estudiantes E y C:

E: ‘p: No puedo decirle que no a mi hermanita si me pide algo...siempre haré
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lo que me pida mi hermanita’.. pues si.
C: 9.

E: Porque si no puedo decirle que no entonces siempre le diré que si.

Los otros dos participantes plantearon el enunciado tomando en cuenta el
tiempo de la accién que se sugiere en la proposicion de la actividad:

F: ‘No puedo decirle que no a mi hermanita si me pide algo. Siempre haré
lo que me pida mi hermana.’.. es diferente.

A: Pero si te pido es para que hagas algo.

F: No, porque dice... a ver... ‘No puedo decirle que no a mi hermanita si me
pide algo’, pero puedo decirle que no sé, que al rato o después, y es diferente
a ‘Siempre haré lo que me pida mi hermanita’

A: Ah, o sea, lo que tu dices es que puede haber mds opciones? pero que no
puede decir que ‘no’ solamente.

F: Entonces yo digo que no son equivalentes.

Aunque concluyeron que esas frases no eran légicamente equivalentes, cuan-
do se entrevistd al sujeto A y se le cuestiono6 su respuesta dijo lo siguiente:

E2: En esta actividad, ustedes decidieron que no son equivalentes estas dos
proposiciones, si quieres leela y tomate tu tiempo para explicarme como to-
maron esa decision.

A: OFk... creo que si eran equivalentes pero no me acuerdo por qué habiamos
dicho que no.

E2: ;Entonces ti consideras ahorita que si son equivalentes?
A: Ahorita considero que si son equivalentes.
E2: ;Por qué?

A: Porque la primera dice que 'No puedo decirle que no a mi hermanita si
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me pide algo’ entonces si me pide cualquier cosa pues yo la voy a tener que
hacer. Y la otra dice ’Siempre haré lo que me pida mi hermanita’ entonces
cualquier cosa que me pida la voy a tener que hacer. Entonces terminan
stendo como el mismo resultado.

Por lo que podemos concluir que se tiene el concepto de equivalencia co-
mo Acciéon. Ademads, todos los estudiantes involucrados realizaron tablas de
verdad para probar la equivalencia de proposiciones compuestas, por lo que
hay evidencia de que el concepto de logicamente equivalente fue interiorizado
como Proceso por los participantes.

Las y los estudiantes realizaron Acciones sobre las proposiciones compuestas
para interiorizar la tautologia y la contradiccién (Parte 4, actividad 1, 2, 3
y 4). Los participantes B y D plantearon las proposiciones de las actividades
desde otra perspectiva para asegurar su respuesta:

D: ‘Nadé en una alberca, pero no me mojé’
B: Contradiccion, ;no? siempre te vas a mojar.

D: Si... ‘Fui a la escuela y entré a todas las clases, pero jugué videojuegos en
casa todo el dia’.. contradiccion, no? porque si vas a la escuela y entras a
todas las clases, ;como vas a jugar en tu casa todo el dia?.

B: Pero no dice que fuiste a la escuela todo el dia.

D: Pero entonces aqui no puede jugar videojuegos todo el dia en su habitacion,
en su casa.

B: Todo el dia, ah si, contradiccion...

Al abordar el problema desde la segunda proposiciéon 'pero jugué videojuegos
en casa todo el dia’ nos muestra que el Proceso de la tautologia y contradic-
cién ha sido interiorizado.
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6.2. Resultados de la implementacién de la
descomposicion genética de la implica-
cién como condicional l6gicamente valido

En la actividad 1 de la Parte 5, la mayoria de estudiantes identificaron la
premisa y conclusion de las implicaciones que se les presentaron, sin embar-
go, en la contruccion de la tabla de verdad de la implicacion los participantes
C y E mostraron confusion.

E: ;Qué significa eso de “implica™?

C: Yo tenia la misma duda en cdlculo... ;no es lo mismo que siempre?, o
sea, si es esto entonces da esto, ;no?... ;jno?

E: No... ah, yo creo que si, porque seria “entonces”.

C: ;No?

E: Ah, pues si.

En la actividad 2, estos estudiantes tienen el concepto de la implicacién

material como si fuera la implicacion como entendimiento comin, como se
muestra en su respuesta en la Figura 6.6.

Figura 6.6: Parte 5, actividad 2. Estudiantes C y E.

2. Construye la tabla de verdad de {p implica q} p = ¢

p | g | p— q (implicacién)
vV{ivh \
VI|F \%
F|V \J
FlR|l P J

Aunque consideraron tnicamente el caso donde el antecedente es verdade-
ro, cuando se entrevisto al sujeto E aparentemente se habia interiorizado el
Proceso de la implicacién material.
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E2: ;Como llegaron a esa tabla de la implicacion?

E: No, estd mal. Si, estd mal, porque solo es falso cuando P es verdadero que
implica Q) falso, eso es falso.

E2: ;Quieres cambiar tu respuesta?
E: 87, por favor.
E2: ;Podrias poner un ejemplo?

E: Si estd mojado entonces no llovid, puede ser falso porque puede haber otras
cosas que hayan sido la razon por la que esté mojado.

E2: Entonces ti propones ‘Si estd mojado entonces no llovio’

E: Ah, mas bien es falso porque si estd mojado entonces si debio haber llovido.

La mayor parte de los participantes determinaron los valores de verdad de
la implicacién con las proposiciones explicitas (Parte 5, actividad 3); no obs-
tante, C y E, mas que determinar un valor de verdad, analizaron si las pro-
posiciones tenian relacién o no, como se nota en la Figura 6.7.

Figura 6.7: Parte 5, actividad 3. Estudiantes C y F.

3. Determina el valor de verdad de los siguientes incisos:

= Mi abuelita anda en bici — seré ganador del premio nobel.

= 5i no estudio_entonces reprobaré,

s BedAA={12})=>3€A
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Al entrevistar al sujeto E se hizo notar que el concepto de valor de verdad se
esta vinculando con la existencia de una relacion que determinan los sujetos.
Al ser proposiciones explicitas, en apariencia el sujeto E asumio la implica-
ciéon como entendimiento comun, por lo que no hay evidencia que demuestre
que se interiorizé el Proceso de la implicacion material.

E2: En este ejercicio ustedes estaban buscando una relacion de las premisas.
¢ 1 crees que el valor de verdad depende de la existencia de una relacion?

E: 57, no, porque si no tienen relacion entonces no los puedo comparar.

E2: Ok, entonces aqui dice que debes determinar el valor de verdad de los
siguientes incisos: “si no estudio entonces reprobaré’.

E: Pues si hay.

E2: ;Pero este es un valor de verdad? (escribieron que si hay relacion)
E: Pues st porque st hay, ;no?

E2: ;Recuerdas qué es un valor de verdad?

E: Que es verdadero.

E2: ;07

E: Falso.

E2: Algo que puede ser verdadero o falso. Este ejercicio te pide que des el
valor de verdad, scudl es el valor de verdad de este inciso?

E: Verdadero.
E2: ;Por qué?

E: Porque si no estudio entonces repruebo, jentonces seria falso falso verda-
dero?

E2: ;Puedes anotarlo?
E: St (anota en las hojas).
E2: Y entonces jcudl es el valor de verdad?

E: Es verdadero.
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Por otro lado, cuando se cuestioné sobre el tltimo inciso de esta actividad,
C menci6 lo siguiente:

E2: ;Como llegaron a esta conclusion, que esto es falso?
C: ;Este? ;Que 3 pertenece al vacio?
E2: Aja.

C: Falso, pero no me acuerdo como llegamos, ah me imagino porque en el
conjunto A no estd escrito el vacio.

E2: Ok, entonces tenemos una conclusion falsa, shay forma de que la impli-
cacion sea verdadera si la conclusion es falsa?

C: Eh si, segiun esto, si. Que serian estas.

E2: Que uno es el caso donde la premisa es falsa, ;no?
C: Si.

E2: Entonces esto necesitaria ser falso.

C: Si.

E2: ;Y todo esto es falso?

C: Ah... ;la primera? ;Todo esto es falso? No, so si?
FE2: ;Por qué?

C: Porque nada mds te estan dando... ah no, aqui estd el y’, entonces deja
que lo analice mds. ;Seria falso?

FE2: ;Por qué?

C: Porque el 3 no estda en el vacio y A es el conjunto 1 y 2, entonces seria
falso y verdadero.

FE2: Dijiste que esto es falso, falso implica falso, ;entonces eso es falso o
verdadero?

C: Verdadero.
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E2: ;Cambiarias la respuesta?

C: Si.

El participante C determina el valor de verdad de la implicacién con las
proposiciones explicitas, lo que demuestra que se interiorizo la implicacién
material.

En general, las y los estudiantes son capaces de reconocer y construir argu-
mentos usando proposiciones compuestas, dando lugar a la interiorizacién de
las implicaciones entre proposciones compuestas (Parte 6, actividad 1, 2, 3 y
4). No obstante, en la actividad 4 los participantes C y E identificaron como
premisa y conclusién al primer y tltimo elemento que se presentaba en la ex-
presion, esto a pesar de que si consideraron la agrupacion de las proposiones
(como se nota en la Figura 6.8).

Figura 6.8: Parte 6, actividad 4. Estudiantes C y F.

4. Determina cudl es la premisa y la conclusién (P — Q) de las siguientes proposiciones 7“7 /
compuestas.

a) ~(pVg) = p

P Uy a) E
Q-
b)p—=(g—r1)
Py )
Q A=
¢) p—=q) = (g—p
o
d) [([p—=ag)Ag—p
pP.q
Q:f
e) [p=anlg=r]—=p—r)
P: ;“‘f .,"\ L.f
Q: L/'/

Durante el proceso de aplicacion, manifestaron lo siguiente

E: Determina cudl es la premisa y la conclusion de las siguientes proposiciones
compuestas... ah, la premisa es... p no q implica sno p?
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C: Esta es o.

E: Aja, pero cuando lo niegas este se convierte en y, y no q... i quieres
hacemos las tablas de verdad.

C: No, es que ese es este... este es esto... ;En qué se parece esto?

E: En nada, perdoname, pero podemos hacer las tablas de verdad... las hago
rapido, a ver... (realiza tabla de verdad)

E: Por ejemplo de aqui...

C:pespuyqestodo esto, sno? porque estd entre paréntesis, entonces primero
tiene que ser esto, ya teniendo aqui la conclusion... ;no?

E: Es que solo seria ver a qué lado estd apuntando la flechita... Entonces
aqui seria q y este seria p, jno?... porque el de p implica q pues me va a dar
g, 4no?

C': Pero nada mdas estamos viendo quién es la premisa y quién es la conclusion.

E: Ay pues es que vas a volver a poner lo que estd aqui, y lo del otro lado de
la flecha lo que estd aqui...

C: Entonces, jcudl es la premisa y cudl es la conclusion?

E: p es la premisa, porque esto estd implicando a esto, que a su vez esto estd
implicando a todo esto... La conclusion es p.

C: sNo que q?
E: No... es p, yo digo que es p, es p.
C: sDe las dos?

E: Si... aqui seria q p... y aqui seria... p y q... y ya pues estd r.

Al ser ambiguo si interiorizaron el proceso, se realizo una entrevista a cada
uno de los participantes.
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E2: En este ejercicio, squé puedes decir sobre estos incisos? Lo que dice el
ejercicio es que hay que determinar cudl es la premisa y la conclusion.

E: Pues esta es la premisa y esta es la conclusion (indica en la hoja las
premisas y conclusiones de forma correcta).

FE2: ;Recuerdas como justificaron estas respuestas?

E: No tengo idea, ahora ya es obvio pero antes no.

E2: En este ejercicio, ;qué puedes decir sobre estos incisos?
C: sDel d y el e, o de todos?

E2: Del c al e.

C: ;Como?

E2: ;Cudl es la premisa y la conclusion? Aqui por ejemplo, escribieron que
P es la premisa y también la conclusion.

C: La premisa seria p implica q y la conclusion serd q implica p, en la d seria
todo el corchete y la conclusion seria p, y en la e igual la premisa seria todo
el corchete y la conclusion seria p implica 7.

Esto muestra que coordinan la implicacién con proposiciones simples y com-
puestas para llegar al nuevo proceso de implicacion entre proposiciones com-
puestas (P — @), son capaces de reconocer y construir argumentos (premisas
y conclusiones) usando proposiciones compuestas.

La mayor parte de los participantes coordinaron P — () con las proposicio-
nes equivalentes, esto para construir el Proceso en el que se comparan P — ()
con proposiciones equivalentes usando tablas de verdad (Parte 7, actividad
1). Sin embargo, durante la actividad, el sujeto C mencioné no entender la
tabla de implicacion pero cité la tabla de verdad de implicaciéon. Esto sugiere
que tiene este concepto como Accion.

E: p implica q, verdadero, falso, verdadero, verdadero... no sé porque. Negada
pues seria, falso, verdadero, falso, falso; no q seria falso, verdadero, falso,
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verdadero; p o q negado
C:y...

E: y no q, seria falso, verdadero, falso, falso... a pues si, siquiente. Es una
tautologia... aaaam, falso, falso, verdadero, verdadero; p y no p seria falso,
falso, falso, falso; p y no p implica q, entonces es wverdadero, verdadero,
verdadero, verdadero... no es cierto, este implica este entonces es verdadero,
este es verdadero también y aqui también... ah pues si era asi

C: ssi?

E: si, esta tabla implica esta y solo es falsa cuando la primera verdad implica
la sequnda falsa... yo no entiendo esa tabla (implicacion) asi que me la voy
a aprender.

Todos los individuos compararon proposiciones por medio de tablas de ver-
dad, determinaron cuales son tautologias y reconocieron la implicacién como
condicional légicamente valido. Coordinaron la comparaciéon de P — () con
tautologia para dar lugar a P = ) como Proceso (Parte 7, actividad 2, 3 y
4). Durante la aplicacién, los participantes D y B tuvieron confusién sobre
lo que era la implicacién como condicional l6gicamente valido.

B: “Decimos que p implica l6gicamente a q”, ajd, a este si no le entendi, otra
vez.

D: No entiendo, de todas formas es implica, ;no?
B: Pues si, ya no entendi.
D: Es que no entendemos este.

E2: Decimos que P implica logicamente a () si P — () es una tautologia, y
suna tautologia es cuando...?

D: Todas son verdad.

E2: Entonces cuando la implicacion siempre es verdad decimos que P implica
logicamente a Q.
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B: Ok.

E2: Y luego nos dice: De las implicaciones de los problemas 1 y 2, scudles
implicaciones pueden ser sustituidas por implicaciones logicas? Es decir, que
la implicacion siempre sea una tautologia.

. Ah, ok ya.
: Ok, ya.

B
D
B: Ya, o sea, es este y este, los que siempre son verdad
D: Ah ya, si si si

B

cEllcyel 2a

Aunque para ellos no era claro a lo que se referia la oracién de la actividad,
después de analizarla lograron determinar las implicaciones logicas. Por otro
lado, los sujetos E y C mostraron indicios de interiorizaciéon del Proceso de
P = @), incluso hacen referencia a la diferencia de notacién de la implicacion
material y la implicacion légicamente valida.

E: “Decimos que P implica logicamente a @) si es una tautologia. De las
implicaciones de los problemas 1 y 2, scudles implicaciones pueden ser susti-
tuidas por implicaciones logicas” P implica logicamente a @), o sea con doble
raya, si P una raya @ es tautologia.

C: O sea, todo es verdad.

E: Exacto, todo es verdad. De las implicaciones de estos problemas, scudles
una raya pueden ser sustituidas por dos rayas. Ah, ok, pues ahora si este que
ti dices, el 1c.

C:sYel 207

E: 5%, y ya.

Para la Parte 8 (actividades 1 a 8) donde se busca fomentar el Proceso
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en el que se descubre que el entendimiento comin de la implicacién no es
necesariamente P — () —producto de la coordinacion del entendimiento
comun de la implicaciéon y la comparaciéon de P — () con proposiciones
equivalentes— los participantes contestaron de formas variadas.

Por un lado, los sujetos A y F consideraron que solo cuando la conclusién
es falsa la premisa debe ser falsa; en cualquier otro caso posible del valor
de verdad de la premisa o conclusion, el valor que tome la otra parte de la
implicacion no importa. Esto podemos notarlo en las Figuras 6.9 y 6.10.

Durante la entrevista que se realizd, el individuo A no mostré evidencia de
haber interiorizado este proceso.

E2: ;Te acuerdas como se define la tautologia?

A: Cuando todo era verdadero.

E2: ;Recuerdas este simbolo?

A: Implica.

E2: 8%, pero este simbolo te decia algo diferente.

A: No recuerdo.

E2: Lo podemos recordar, era esta parte (Parte 7 ejercicio 4).
A: Ah, ok.

E2: En esta primera prequnta ustedes dicen que no importa el valor de Q).
Dice ‘P es verdad y P implica logicamente (), es decir, es una tautologia. ; Qué
puedes decir del valor de Q?’.;Te acuerdas como llegaron a esa conclusion?

A: Ay no.
E2:5Qué criterio usaron para llegar a que no importa el valor de ()¢

A: Yo creo que por logica, bueno por nuestra logica, pensamos que si P era
una tautologia y que cuando se implicaba que @) también tenia que ser verdad,
pues no importa el valor de Q) ya que terminaba siendo verdad, no sé si me
explico, creo que llegamos a eso sin darle mucho ruedo.
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Figura 6.9: Parte 8, actividades 1 a 5. Estudiantes A y F.

1. Si P es verdad (tautologia) y P = @ (es decir, P — @ es tautologia), ;qué puedes
decir sobre ¢l valor de Q7 T D= @

V. /
L M\NO lJfV\ !) Qv } o C\ Ve iu" L,,‘,,‘._';——L—- [

|
d-A Q / P ‘n::f (_\: S hAFE < ! |

g -

~ Ly A \Tq(‘x{: ch.tf w2

2. Considera P: los oviparos nacen de huevo y el huevo tiene yema, @: los canarios son
oviparos y cuando eran huevo tenfan yema. Considera que P es cierto, y que P = Q.
Jqué puedes decir sobre el valor de Q7

’ f ,
A n o l‘("V‘ PUVJQ ek \}Oll}y d-’( dD S(?_'r}ﬂ/)i‘( :
=0 serw ve refadae

'

3. Si P = Qy P es falso (contradiccién), ;jqué puedes decir sobre el valor de Q7 Justifica
v da un ejemplo.

\f/)f Q P"’:/d? (e 20e "MP"‘_(O ol valor de
F Y, :// @ ., Svenap e balva
£0F v

""-‘. d JEQ% { o

4. Si tenemos P: estd lloviendo, Q: me mojé el cabello. Si P = @ y P es falso, jqué puedes
decir sobre el valor de Q7

QL}'{ (410 \‘ﬂ/\ P ()11(‘{ E!‘ \VI'd| lp, C{_g\
@, s Peryp e he hva
yeubolog 1

/

5 P = Qvy Q es falso, jqué puedes decir del valor de verdad de P?

(D\f( P blend g Ser hley

E2: 'Y aqui hicieron una tablita donde tienen los valores de P y @, y P
implica Q, y de este lado quitaron el caso donde se hace falso, es decir...
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Figura 6.10: Parte 8, actividades 6 a 8. Estudiantes A y F.

6. Considera P: el rio esta seco, Q: los peces pueden vivir en el rio. Si P = Q vy Q es falso
(los peces no pueden vivir en un rio seco), ;qué puedes decir sobre el valor de P?

@w CLLL'E d-{ 5ey (:& { SO

7. P = Q vy Q verdadero, (Qué puedes decir del valor de verdad de P?

@.»( no 1\N‘0ua‘u'@\ l,a\m ?u ’m/
: So \,‘a\c)f A V“C.uc,lu f_{ St {”'V"i’&{ s evqg

vﬁgdx":& e rU S

8. Si tenemos P: es fin de semana, @: voy al cine. Si P = Q y P es falso, ;qué puedes
decir sobre el valor de Q7

d?uq n o [‘MI*)ov Yoo ol waler g Fher :
‘5\) '\Ja!c)y L&_} \",L{_‘ ) (?ﬁ {--\f.i, d‘;. 2 :-'/ d{\. 4 (_er}.}g A

{
Seyo.  wverfachsry O

A: Se quedaron solo los que son verdaderos porque la implicacion ldgica es
una tautologia.

FE2: Ajd, viendo esa tablita, ;qué casos tienes donde P es verdad?

A: Cuando es verdadero en...

FE2: s Qué casos tienes donde P es verdad y tienes la implicacion logica?
A: Solo cuando... o sea solo cuando es verdad?

FE2: 57, porque aqui te da esta condicion 'Si P es verdad’

A: Nada mas en dos.

E2: Pero dice que P implica logicamente ().

A: Entonces el caso dos no se toma en cuenta.
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E2: Entonces scudl es el caso que te queda donde P es verdad y tienes una
implicacion logica?

A: El primero.

E2: Sabiendo eso,zqué puedes decir del valor de Q¥

A: ;De P?

E2: De Q... si P es verdad ;qué puedes decir del valor de Q¢
A: Que también es verdad.

E2: ;Como podrias describir la implicacion logica?

A: Mmm... ok... creo que la implicacion logica es... tiene que ver con las
condiciones de P y Q) para que se pueda cumplir cierta caracteristica, en este
caso es que sea una tautologia.

Este estudiante toma la implicacién légica como una condicién que debe
cumplir la implicacion, y esta condicién podria ser la tautologia. Por lo que
no hay evidencia de que el Proceso se haya interiorizado. Por otro lado,
los participantes C y E en la mayoria de las actividades no reconocen la
implicacion légica y los posibles valores de su premisa y conclusion segin las
condiciones dadas, como se puede apreciar en las Figuras 6.11 y 6.10. Aunque
reconocen la implicacién logica por medio de su tabla de verdad, muestran
confusion cuando se presentan proposiciones explicitas.

Durante la aplicacién de la actividad 3 mencionaron que la implicacion légica
debe tener los valores de verdad iguales. Es cierto que si ambas proposiciones
tienen el mismo valor de verdad la implicacion serd verdadera, sin embargo,
no es el tnico caso.

E: Si P implica logicamente a Q) y P es falso, ;qué puedes decir sobre el valor
de Q7... Pues que también es falso.

C: ;Como?

E: ;Qué puedes decir sobre el valor de Q%... pues que Q) es falso también...
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Figura 6.11: Parte 8, actividades 1 a 5. Estudiantes C y E.

1. Si P es verdad (tautologia) v P = @ (es decir, P — @ es tautologia), jqué puedes
decir sobre cl valor de Q7 p Q

| | V.\L = (:1—7@
@Uﬁ- €3S Vel ([0 d . ’Ej‘:“% yi
g v

2. Considera P: los oviparos nacen de huevo y el huevo tiene yema, @Q: los canarios son
oviparos y cuando eran huevo tenfan yema. Considera que P es cierto, y que P = Q.
;qué puedes decir sobre el valor de Q?

Qve s weded

3. 8iP=Qy Pesfalso (contradiceidn), jqué puedes decir sobre el valor de Q7 Justifica

v da un ejemplo. i
T

Q : (_[ - No Whoy Camimes
Co VA SO Q : no v‘oq a [C{ ﬁs(u C‘#{ﬂ‘l

4. Sitenemos P: estd lloviendo, Q: me mojé el cabello. Si P = Q v P es falso, ;qué puedes
decir sobre el valor de @7

Fal$ o
5. P = Qy Q es falso, ;qué puedes decir del valor de verdad de P?

No diene valos do verdag

C: No entiendo.
E: ;De qué?
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Figura 6.12: Parte 8, actividades 6 a 8. Estudiantes C'y E.

N j
i
6. Considera P: el rio estd seco, Q: los peces pueden vivir en el rfo. Si P = Q v @ es falso
(los peces no pueden vivir en un rio seco), ;qué puedes decir sobre el valor de P?

7. P = Qy Q verdadero, ;Qué puedes decir del valor de verdad de P?

8. Si tenemos P: es fin de semana, @: voy al cine. Si P = @ y P es falso, jqué puedes
decir sobre el valor de Q7

C: De que si es falso.

E: Ah, porque mira, igual las tablas de implica... implica l6gicamente dice que
tiene que ser todas iguales, entonces si P es falso pues () también es falso.
Porque incluso con cualquier valor que pueda tener P siempre va...

C: Si es falso falso es verdadero, ya le entendd.

Para la actividad 4, aparentemente usan la implicacién como entendimiento
comun o incluso como implicacién material, donde si el antecedente es falso
entonces la conclusién es falsa. Esto sugiere que no se ha interiorizado en un
Proceso la tabla de verdad de la implicaciéon como condicional 16gicamente
valido, ya que no la utilizan en su razonamiento.
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E: Si tenemos P: estd lloviendo, Q): me mojé el cabello. Si P implica 1o-
gicamente (Q y P es falso, o sea, si no esta lloviendo, pues no me mojé el
cabello... sel valor de Q) es?... falso.

Para la actividad 5, no asignan un valor de verdad para P si ) es falsa.
Consideran que si la conclusion es falsa, entonces la premisa no tiene un va-
lor de verdad que cumpla con la condiciéon de ser implicacion logica. Para
la discusién que tuvieron en la actividad 6 se muestra de forma explicita la
confusiéon sobre la implicacion légica.

E: ;Qué puedes decir sobre el valor de P?... Que no es verdad... pues porque
no pueden vivir los peces en un rio seco... y pues mira, si v implica f, pues
es falso.

C: Pero si es falso, falso y falso.
E: No, @ es la que es falsa.
C: Por eso, y dices que P es falso.

E: No, en realidad P es verdad. Perdon, me equivoqué. St P es falso y @
también es falso, ;qué ocurre?

C::Q7
E: Acabamos de decir que @) es verdadero.
C: No, no puede ser.

E: Porque si P es verdadero y @) es falso, entonces la implicacion es falsa;
pero como P es falso y @ es falso, entonces la implicacion es verdadera.

C: Entonces, spor qué aqui si?
E: Porque si P implica...
C: sPor qué aqui si y aqui no?

E: Es que es diferente... por ejemplo, si no hay camiones, entonces no voy a
la escuela.
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C: 57, pero aun asi las dos son falsas, y aqui también las dos serian falsas.
E: No, aqui solo Q) es falso.
C: Pero estas diciendo que P es falso.

E: No, te estoy prequntando el valor de P.

De forma similar ocurre con la actividad 7 y la actividad 8, en esta tltima
tentativamente se dan cuenta de que estan omitiendo la tabla de verdad e la
implicacion logica.

E: ;Qué puedes decir sobre el valor de Q?... ;Que no voy al cine?... Pues
puede que vaya o no al cine.

C: ;Puede?
E: Pues si, mira, si P es falsa...

C: Pero estas viendo esa tabla que es con P implica @) con una linea... Y
aqui es con dos.

No habia suficiente evidencia para afirmar si la implicacion logica esta como
Accién o como Proceso en estos estudiantes, por lo que se realizé la entrevista
a cada uno. Durante esta interaccion, el sujeto E demuestra tener interio-
rizada la implicaciéon como condicional l6gicamente valido; por ejemplo, se
refiere a la tabla de verdad para justificar sus respuestas.

E2: ;Recuerdas la implicacion logica?
E: La verdad no.

E2: Es cuando la implicacion es una tautologia, es decir, solo los casos donde
es verdad. jPuedes escribir la tabla de verdad de la implicacion logica?

E: 57
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E2: 8i P es verdad, ;qué podemos decir del valor de Q¢
E: Que es verdad.
E2: ;Por qué?

E: Porque solo hay un caso en el que siendo una implicacion... en el que sea
una tautologia pueda ser verdad... porque si es una tautologia no puede haber
falso... entonces como solo hay una y solo puede ser verdad entonces es esa.

E2: Ok, en el 3, si tenemos la implicacion logica y P es falso, ;qué podemos
decir del valor del Q¢

E: Que puede o no ser verdad.
E2: ;Por qué?

E: Ay no sé por qué pusimos esa respuesta, estd mal. Ah porque puede que
sea verdad o no. ’Justifica y da un ejemplo’.. ah pues como el de hace rato,
el de si no entrego los trabajos puede que pase o no.

FE2: Ok, en la 5 tenemos la implicacion logica pero @ es falso, ;qué podemos
decir del valor de verdad de P?

E: Que puede o no ser verdad.

FE2: ;Por qué?

E: Porque el valor de @) es falso, pues por la tabla.
E2: A ver.

E: Porque si es falsa solo tengo estos dos casos, y uno es falso y uno verdadero,
y entonces...

E2: ;Puede ser verdadero o falso?
E: Si.

E2: Pero es una implicacion logica.
E: Entonces P es falso.

E2: ;Por qué?

E: Porque si es una implicacion logica solo hay valores de verdad.
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E2: Aqui ustedes dijeron que no tiene un valor de verdad, jrecuerdas por qué
pusieron esa respuesta?

E: No, es que ahora ya es muy obuvio.

E2: Este es muy similar, P implica logicamente a () y Q) es verdadero, ;qué
podemos decir de P?

E: Que puede o no ser verdad. Y yo puse que era verdadero siempre.
E2: ;Crees que podrias dar un ejemplo sobre esto?

E: ;Como iba?... mmm... si como verduras... no no no... si como bien tendré
buen peso, pero puede que mo coma bien y haga ejercicio y también pueda
tener buen peso. Entonces si como bien bajo de peso y si no como bien en-
tonces también bajo de peso...

Por otro lado, durante la entrevista el participante C también refleja la in-
teriorizacion de la implicacién logica. Al referirse a los valores de verdad que
pueden tomar la premisa y conclusion segtin las condiciones dadas, muestra
la interiorizacion de esta implicacion.

E2: ;Recuerdas la tautologia?

C: Que toda la tabla es verdadera, sno?
E2: ;Y las implicaciones logicas?

C: No.

E2: Decimos que P implica logicamente a Q) cuando P implica a Q) es una
tautologia.

C: Ok.

E2: Entonces aqui tenemos la implicacion logica, si P es verdad, ;qué puedo

decir del valor de verdad de Q7

C: Si P es verdad, ;qué puedo decir del valor de verdad de Q7 Pues que puede
ser verdadero o falso.
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E2: ;Por qué?

C: No es cierto, porque aqui no, verdad.

E2: Ajd.

C: s Qué puedo decir de Q... que depende de la premisa?
E2: Pero la premisa es verdad.

C: Ah, nada mds los casos en los que la premisa sea verdad... que ) debe ser
verdad.

E2: Ok, y si tenemos la implicacion logica y P es falso?

C: Aqui si () puede ser verdadero o falso.

FE2: Aqui argumentaron que Q) es falso.

C: Solo tomamos en cuenta un caso.

FE2: Si P implica logicamente a Q) y Q) es falso?

C: s Qué puedo decir del valor de P? Que tiene que ser falso.
E2: ;Por qué?

C: Porque... cuando @ es falso y P es verdadero la implicacion es falsa, ;no?
Entonces no seria la tautologia.

E2: Ok.

Aunque durante la actividad no tenian interiorizada la implicacién como
condicional légicamente valido, durante la entrevista se present6 evidencia
de que ya estaba interiorizada. El ultimo equipo, D y B, realizaron la acti-
vidad sin presentar dudas durante la aplicacién, identificaron los valores que
podrian tomar la premisa y conclusion de las implicaciones segtin la actividad
que se les presentaba, esto refleja que interiorizaron este Proceso.
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6.3. Resultados a las preguntas de evaluacion:
el problema de los niimeros primos y el
problema del laberinto

Se aplicaron los ejercicios que propone Durand-Guerrier (2003) antes de la
primera sesion y después de la segunda sesién. En la primera aplicacion del
ejercicio de los numeros primos, cuatro de seis participantes (A, C, E, D) lo
abordaron desde la implicacion como entendimiento comun, contemplando
solo los casos donde la premisa y conclusion son verdaderas, como se muestra
en la Figura 6.13. Mientras que el resto de las respuestas no fueron claras.

Figura 6.13: Ejercicio de numeros primos, primera aplicacion. Estudiante C.

Ejercicio 1

Determine el universo més grande dentro de los ntimeros enteros desde 1 hasta 20, para el
cual la siguiente implicacién es verdadera: “si m es un ndimero par, entonces n + 1 es un
numero primo”. N

i 1‘, e ) A0, e v‘;“_;,, &

)\ 12/ 2, a
!

Eiercicio 27—

En la segunda aplicacion, el sujeto A contempla el caso donde la premisa
y la conclusion son falsas; el participante C contesta el problema desde la
implicaciéon como condicional logicamente valido, como se puede observar en
la Figura 6.14. El sujeto E no muestra una anotacion clara, sin embargo, en
la entrevista da solucién al problema tomando la implicacién material como
herramienta inicial.

E2: Determine el universo mds grande dentro de los nimeros enteros desde
1 hasta 20, para el cual la siguiente implicacion es verdadera: “si n es un
numero par, entonces n+ 1 es un numero primo”. ;Podrias decirme cudl fue
el criterio con el que justificas tu respuesta?

E: No sé qué respondi (lee su respuesta), recuerdo que se cumple para todos
menos para el 8, entonces también que x esté entre el 8§ y menor o igual al
20, y también quitando al 14. Recuerdo que el 8 y el 14 no eran niumeros que
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Figura 6.14: Ejercicio de nimeros primos, sequnda aplicacion. Estudiante C.
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cumplian esto.
E2: ;Por qué?

E: Porque todos los numeros pares, si les sumabas 1, tenia que darte un
numero primo. Pero el 8, cuando le sumas 1, no te da un nimero primo, ni
el 14.

E2: sy el 1 por qué si?

E: Porque si le sumo uno es primo.
E2: Pero el 1 no es par.

E: Ah, es cierto... ya me acordé.
E2: ;Por qué el 1 si entra?

E: Porque el 1 es falso, no es par, pero el 2 es primo, es verdadero, entonces
es verdadero... si, si.

Por otro lado, en esta segunda aplicacion, B y D parecen contestarla desde el
entendimiento comun; pero al entrevistarlos, el sujeto D contesta el problema
usando la implicaciéon légica. Finalmente la respuesta de el participante F no
es clara.

En la primera aplicacion del ejercicio del laberinto todos los participantes
contestaron que la proposicén uno es verdadera y la proposicion dos es falsa.
La tercera proposicion la dieron por verdadera los participantes F, C, E y
B. A y C determinaron que no se podia decidir su valor de verdad, recono-
cieron que hay mas de un camino, como se muestra en la Figura 6.15; esta
misma caracteristica la plantea el participante F, aunque determina que la
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proposicion es verdadera.

Figura 6.15: Ejercicio del laberinto, primera aplicacion, proposicion tres. Fs-
tudiante A.
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La cuarta proposicién fue escrita como verdadera por todos los participan-
tes. La quinta tuvo diversas respuestas: el participante F respondié que es
verdadera; A, C y E respondieron que es falsa. La respuesta del sujeto A se
encuentra en la Figura 6.16. B y D contestaron que no se podria decidir su
valor de verdad.

Figura 6.16: Ejercicio del laberinto, primera aplicacion, proposicion cinco.
Estudiante A.

. ” . i ] : 1 { 2
5. Si X cruzé K, entonces X cruzé L. ! o} ¢ pc

6. Si X cruzé L, entonces X cruzé K.

Para la sexta proposicion, el sujeto C respondi6é que es verdadera. A, F y D
que es falsa, A y F dieron esta respuesta porque reconocieron que hay mas
caminos, como se muestra en la Figura 6.17. E y B determinaron que no se
podia decir su valor de verdad, el participante B respondio que no siempre
es verdadera, por lo que se considera que analizo la existencia de mas casos.

En la segunda aplicacién del ejercicio del laberinto casi todos los participantes
contestaron que la proposicién uno es verdadera y la proposiciéon dos es falsa;
excepto el sujeto F, que contemplo que no se le podia asignar valor de verdad
ya que hay varios caminos. La tercera proposiciéon fue determinada como
verdadera por C, E y F, mientras que fue determinada sin valor de verdad
por A, B y D. El individuo A contemplé que habia més de un camino.

Todos los participantes contestaron que la proposicon cuatro es verdadera.
La quita proposicién fue considerada como verdadera por casi todos los par-
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Figura 6.17: Ejercicio del laberinto, primera aplicacion proposicion seis. Es-
tudiante A.
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ticipantes, el participante A la catalogd como falsa debido a que se se toma
como por hecho el enunciado pero no es necesariamente cierto, su respuesta
esta en la Figura 6.18.

Figura 6.18: FEjercicio del laberinto, sequnda aplicacion proposicion cinco.
FEstudiante A.
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La tltima proposicion fue respondida como falsa por A, F y C; el sujeto
A toma en cuenta que hay mas de un camino para llegar, esto lo podemos
ver en la Figura 6.19. El participante E la consider6 verdadera, y B y D
respondieron que es indecidible.

Figura 6.19: Ejercicio del laberinto, sequnda aplicacion proposicion seis. Es-
tudiante A.

R €. Fulso, esto ';hwp"*(‘“ que pasdo
per K Suponl endo 4 de
Comno S

1



Capitulo 7
Discusién

En este capitulo se analizan y reflexionan los resultados obtenidos a lo largo
de este trabajo, en particular de la descomposicion genética de la tautologia,
de la implicacién como condicional 16gicamente valido y de los problemas de
evaluacién. A través de este andlisis se buscan identificar las consecuencias
de los hallazgos; ademas, se comparan los resultados con las perspectivas
teodricas existentes.

7.1. Discusién sobre la descomposicion gené-
tica de tautologia

El referente principal que tomamos para el concepto de tautologia es el tra-
bajo de Noriega-Marquez, 2017. Aunque en su investigacion no destaca la
tautologia con relevancia especifica, si la menciona como un concepto que
merece ser abordado en el marco de la descomposicion genética que propone.
Su trabajo se enfoca en la construcciéon del concepto de tablas de verdad
y reconoce la importancia de la logica para la comprensiéon de las demos-
traciones matematicas. En este sentido, nuestra investigacion introduce una
perspectiva novedosa al enfatizar la logica, pero desde el enfoque de Quine,
1962.

Esta orientacion permite darle un papel central a la tautologia. En particular,
consideramos que la tautologia es esencial en la formacién de los conceptos

91
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de la implicacion logicamente valida y la implicacion como condicional gene-
ralizado, los cuales son fundamentales en la 16gica matemética y sirven como
base para la construccion de las demostraciones matematicas. La descompo-
sicion genética propuesta en este trabajo para abordar la tautologia resultd
en hallazgos positivos significativos que se mencionan a continuacion.

Las y los estudiantes interiorizaron el concepto de proposiciones y tablas de
verdad, pero cuando se buscé dar lugar al Proceso de las tablas de verdad
de cada conectivo l6gico (Parte 2, actividades 6, 7 y 8) las y los estudiantes
respondieron las actividades haciendo uso de sus conocimientos previos y no
de la construccién de este concepto desde las actividades que se presentaron.
Sera importante tomar en cuenta estas observaciones al redisenar las activi-
dades, se pueden integrar mas explicitamente los conceptos y guiar a las y
los estudiantes a través de un proceso de reflexion que les permita construir
el concepto de tablas de verdad de manera méas profunda.

Construyeron con el concepto de equivalencia logica y lograron construir el
concepto de tautologia y contradiccion y, ademés, pudieron abordarlo des-
de una perspectiva diferente, ampliando su comprension. Esto sugiere que
nuestra propuesta de DG no solo ayuda a la construccién del concepto de
tautologia, sino que también ofrece a los estudiantes una oportunidad para
analizar y entender la légica desde una estructura conceptual mas amplia.

Dados estos resultados, destacamos la importancia de la tautologia como un
concepto fundamental que, aunque frecuentemente se da por entendido, re-
quiere una atenciéon detallada en la formacion de las y los estudiantes. Sin una
comprension clara de este concepto, la implicaciéon como condicional l6gica-
mente valido no podria ser explicada de manera efectiva, ya que depende de
¢l para establecer relaciones entre proposiciones y evaluar su validez. En este
contexto, la implementacion de la descomposicion genética de la tautologia
ha permitido que las y los estudiantes logren interiorizar dicho concepto.
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7.2. Discusién sobre la descomposicion gené-
tica de la implicacién como condicional
l6gicamente valido

Al disenar la DG que proponemos y las actividades correspondientes se tomo
en cuenta que Durand-Guerrier (2003) ya reconocia y resaltaba la importan-
cia de diferenciar las implicaciones, pues menciona:

En Francia, los profesores a menudo no distinguen claramente en-
tre un condicional como un conector proposicional, condicionales
generalizados, y condicionales l6gicamente validos. Sin embargo,
los tres conceptos son ttiles en matematicas, siendo el tercero el
que corresponde a las reglas de inferencia clasicas (p. 9).

Esta observacién subraya un problema recurrente en la ensenanza de la 16-
gica: la dificultad de distinguir entre las diversas formas de implicacion, que
son fundamentales en el pensamiento matematico y en la construccién de
argumentos rigurosos. Reconocer esta diferenciacién es crucial, ya que la cla-
ridad en estas distinciones es clave no solo para la resolucion de problemas,
sino también para una comprension mas profunda de la estructura de las
demostraciones matematicas.

Por otro lado, refiriendose al concepto de implicacion, Garcia-Martinez y Pa-
rraguez (2018) mencionan que al momento de su investigacién “En Matema-
tica Educativa, no se han reportado investigaciones sobre la construccién de
este concepto desde la teoria APOE” (p. 350). En dicho trabajo, las autoras
presentan una DG de la implicacion en dos vertientes: como entendimiento
comun y como condicional generalizado. Sin embargo, no se ha documentado
una DG que aborde la implicacién material y la implicacién légicamente va-
lida, lo que abre una brecha en la literatura que nuestra investigacion busca
comenzar a cubrir.

En consecuencia, la DG que proponemos tiene como objetivo guiar a los
estudiantes en la interiorizaciéon de los conceptos de implicaciéon material y
condicional légicamente valido. Los ejercicios que disenamos fueron pensa-
dos para facilitar la construcciéon de ambos tipos de implicaciéon y también
para ayudar a los estudiantes a diferenciarlos entre si. Para ejemplificar este
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Proceso, en la siguiente actividad se trabajo la diferencia entre la implicacién
como entendimiento comun y como condicional l6gicamente valido:

Considera P : los oviparos nacen de huevo y el huevo tiene yema,
(: los canarios son oviparos y cuando eran huevo tenian yema.
Considera que P es cierto, y que P = @), /qué puedes decir sobre
el valor de Q7

Esta actividad se utilizé durante la discusién en clase. A partir de una pre-
misa verdadera, el estudiante podria tender a interpretar la implicacion de
acuerdo con el entendimiento comin en lugar de una implicacion logica, lo
cual se busca corregir mediante el analisis del ejercicio. Ademas, se disenaron
otros ejercicios para contrastar el entendimiento comun con la implicacién
material, y la implicacion material con la implicacion 16gicamente valida, con
el fin de reforzar las distinciones que resultan criticas para el desarrollo del
razonamiento logico.

Los resultados obtenidos de la aplicacion de estas actividades fueron mayor-
mente favorables. Aunque algunos participantes expresaron dudas respecto a
sus respuestas durante las actividades, en las entrevistas la mayoria de ellos
demostré evidencia de haber interiorizado el concepto de implicacién en sus
diversas formas. Esta interiorizacién sugiere que los estudiantes fueron capa-
ces de diferenciar entre los tipos de implicacién y aplicar estos conceptos de
manera adecuada en la resoluciéon de problemas logicos.

A partir de estos resultados, podriamos considerar ajustar la introduccion
del concepto de implicacién como condicional légicamente valido o, alter-
nativamente, incluir ejercicios previos que faciliten la coordinaciéon de los
conceptos de implicacién como entendimiento comun y como condicional 16-
gico. Por ejemplo, actividades que permitan a los estudiantes identificar cémo
la interpretacion cotidiana, o como entendimiento comiin, de las implicacio-
nes difiere de las reglas formales, con el fin de fortalecer su capacidad para
distinguir situaciones en las que es necesario aplicar una implicacion logica.

En suma, la propuesta de esta DG junto con la implementacion de las acti-
vidades y los resultados obtenidos, representan una innovacion significativa
frente a la necesidad de abordar el concepto de implicacion desde la teoria
APOE, una problemética que ya ha sido destacada por otros autores. Esta
investigacion no solo contribuye a una comprension mas sélida de la légica en
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el contexto de la educacion matematica, sino que también abre nuevas opor-
tunidades para futuras investigaciones en el campo, orientadas a mejorar la
ensefianza y aprendizaje de conceptos logicos.

Algo importante a destacar es que en nuestra descomposiciéon genética em-
pleamos el entendimiento comtn como Proceso, elemento que difiere del en-
foque ya propuesto por Garcia-Martinez y Parraguez, 2018. En la DG de las
autoras, la descripcion del concepto de entendimiento comin presenta ciertos
elementos ambigiios, lo cual dificulta su interpretacion y aplicacion. En nues-
tro caso, tomamos este concepto en el sentido que lo describe Quine, 1962, lo
que nos permite profundizar en el analisis de comprension de la implicacién.

Al adoptar esta perspectiva de Quine, buscamos proporcionar una base mas
solida y explicita sobre la cual los estudiantes puedan construir su compren-
sion de la implicacion. Esto no s6lo permite una mejor diferenciacion entre el
entendimiento comun y el resto de los tipos de implicacion, sino que también
facilita la transicién de los estudiantes desde una interpretacion intuitiva
hacia una comprensién formal y rigurosa de la l6gica matematica.

7.3. Discusién sobre los problemas de evalua-
cion

Cuando Durand-Guerrier, 2003 aplic6 el problema de los nimeros primos
obtuvo los siguientes datos como resultado de la aplicacién y discusion con
los estudiantes:

Todos, excepto tres estudiantes, respondieron que los enteros eran
2, 4,6, 10, 12, 16 y 18. Los otros tres también dieron los nlimeros
impares del 1 al 19, lo cual es correcto, dado que una implicacion
es verdadera cuando el antecedente es falso. Los demas estudian-
tes no estaban convencidos de que los niimeros impares satisfa-
cieran la propiedad: argumentaron que los nimeros impares no
estan involucrados en la declaracion, o que para los nimeros im-
pares la declaracién no es ni verdadera ni falsa (p. 7; traduccion

propia).

En nuestra primera aplicacion de este problema, las y los estudiantes no ha-
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bian realizado ningiina de las actividades que proponemos. En esa ocasion,
cuatro de seis estudiantes abordaron el problema desde el entendimiento co-
mun, mientras que las respuestas de los dos restantes no fueron claras, lo
que coincide en parte con los resultados obtenidos por Durand (2003). Sin
embargo, al repetir el ejercicio después de realizar las actividades disenadas,
observamos un cambio significativo: cuatro de los seis participantes respon-
dieron desde la perspectiva de la implicaciéon como condicional generalizado,
uno desde la implicacion material y otro continud sin ser claro en su respues-
ta.

Por otro lado, tenemos el problema del laberinto. Este ejercicio fue pre-
viamente aplicado por profesores de matematicas segin A.P.M.E.P.; 1992,
quienes reportaron que la mayoria de los estudiantes (60 %) respondieron
“no se puede determinar” al analizar la sexta oracion; y que algunos profeso-
res consideraron que esta respuesta era incorrecta. Sin embargo, los autores
realizaron este problema desde la implicaciéon como condicional generalizado.

Cuando presentamos el ejercicio del laberinto a nuestros participantes, so-
lo dos de ellos consideraron que no se podia determinar el valor de verdad,
mientras que los otros cuatro asignaron un valor de verdad a la oraciéon. En
la segunda aplicacién del problema, las respuestas fueron similares, aunque
provinieron de diferentes participantes. Este cambio sugiere que algunos es-
tudiantes reconsideraron su interpretacién tras haber reflexionado sobre las
actividades realizadas previamente.

Ambos problemas estan planteados desde la implicacién como condicional ge-
neralizado, y aunque no fue el enfoque principal de nuestra investigacién, en el
caso del problema de los niimeros primos, los estudiantes lograron identificar
que el valor de verdad depende del niimero elegido para evaluar la oracion. Si
bien nuestro objetivo era trabajar desde la implicacién logicamente valida, en
este caso los estudiantes emplearon un razonamiento cercano al condicional
generalizado.

En el problema del laberinto, durante la segunda aplicaciéon, encontramos
respuestas como la del estudiante A, mostrada en la Figura 7.1, quien asigno
un valor de verdad bajo la suposicién que X pasdé por uno de dos cami-
nos, aparentemente considerando que el valor de verdad depende del camino
tomado.

Estos resultados evidencian que incluso sin un acercamiento explicito, al-
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Figura 7.1: Respuesta de la sequnda aplicacion del ejercicio del laberinto.

R € Fulse, esto implita gee paso
per K SL,-POM endo 4 de <
Caminh 0 §

1

gunos participantes lograron interpretar los problemas desde la implicacion
como condicional generalizado. Esto subraya las diferencias significativas que
emergen al abordar estos problemas desde la teoria APOE. Ademas, los cam-
bios observados en las respuestas entre la primera y segunda aplicacién mues-
tran que las actividades propuestas tienen un impacto en la interiorizaciéon
de los conceptos relacionados con la implicacion logica.

En lo que refiere al entendimiento comin este se dio como parte del cono-
cimiento previo durante la construccién de la implicacién como condicional
légicamente valido. Para la implicaciéon material (P — @), las y los respon-
dieron utilizando conocimientos previos en lugar de seguir el diseno de las
actividades. Sin embargo, al resolver problemas méas avanzados demostra-
ron haber consolidado la implicacién material al aplicarla correctamente en
contextos nuevos.

Para la implicacién como condicional l6gicamente vélido (P = @), durante
los ejercicios de andlisis argumental en contexto, la mayoria de los participan-
tes lograron aplicarlo, indicando que la comprension se dio en un momento
mas avanzado del proceso. Finalmente, para la implicacion como condicional
generalizado (Vx(P(z) = Q(x))), aunque las y los estudiantes no tuvieron
un acercamiento directo con este tipo, al enfrentarse a problemas como el
problema de los niimeros primos o el del laberinto, la mayoria de ellos de-
mostraron haber interiorizado esta idea al analizar como los valores de verdad
dependian de todos los caminos posibles en el problema planteado.

Los resultados muestran que las y los estudiantes lograron construir los con-
ceptos de implicacion en distintos momentos, dependiendo del tipo y la com-
plejidad de las actividades. Aunque algunos conceptos no se construyeron
en las actividades inicialmente disenadas, estas funcionaron como base pa-
ra una comprensiéon mas profunda en ejercicios posteriores. Esto destaca la
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importancia de una planificaciéon didactica bien estructurada y de la flexibi-
lidad en el diseno de actividades para atender las necesidades emergentes de
aprendizaje.



Capitulo 8

Conclusiones

Al llevar a cabo las descomposiciones genéticas que proponemos, nos basamos
en las ideas planteadas por Quine(1962) y en la experiencia de profesores-
investigadores. Identificamos que las estructuras y mecanismos mentales aso-
ciados al concepto de implicacion como condicional l6gicamente valido inclu-
yen, como conocimientos previos, los siguientes conceptos: las proposiciones
simples, los conectivos légicos, las proposiciones compuestas, las proposicio-
nes equivalentes, la tautologia, y la implicacién como entendimiento comun.
Todas estas estructuras mentales fueron planteadas como Proceso.

En la construccion del concepto, se desarrollan la implicaciéon material, la im-
plicacién entre proposiciones compuestas, y la implicaciéon como condicional
logicamente valido, y las diferencias entre estos tres tipos de implicaciones.
Este enfoque permite a las y los estudiantes avanzar desde un entendimien-
to cotidiano hasta una comprension mas formal. Los mecanismos mentales
involucrados en este Proceso incluyen la interiorizacion y la coordinacion.

Tal como se describe en detalle en el capitulo 5, estas estructuras y meca-
nismos emergen en momentos especificos de las actividades diseniadas, esto
muestra la utilidad de la descomposicion genética como método de analisis
para identificar dificultades y disefiar estrategias pedagdgicas mas efectivas
en la comprension de un concepto matematico.

Como parte de esta investigacion, las y los estudiantes lograron interiorizar
y construir el concepto de implicacion en sus diversas formas, especialmente
la implicacién material y la implicaciéon como condicional légicamente va-
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lido. Pudieron construir y diferenciar entre tres tipos clave de implicacién,
la implicacién como entendimiento comun, la implicaciéon material y la im-
plicaciéon como condicional légicamente valido; este tltimo fue interiorizado,
lo que permitié a los estudiantes aplicar razonamientos logicos y formular
inferencias correctas, alineandose con las reglas de inferencia como Modus
Ponens y Modus Tollens.

La descomposiciéon genética propuesta resultd ser eficaz para ayudar a los
estudiantes a comprender y diferenciar entre los tipos de implicacion. Los
ejercicios disenados contribuyeron a que los estudiantes reflexionaran sobre
las diferencias entre estas formas de implicacion, lo cual fue crucial para su
aprendizaje. Los resultados obtenidos sugieren que la metodologia empleada
facilito la construccion de la implicaciéon 1ogica.

También brindo6 a los estudiantes la oportunidad de abordar la légica desde
una estructura conceptual mas amplia, que incluyd la tautologia, la contradic-
cién y las proposiciones equivalentes. Esta expansion del concepto permitié
comprender la légica de manera mas profunda y abstracta; en consecuencia,
se tiene evidencia de que la mayoria construyo bases para la implicaciéon como
condicional generalizado.

La teoria APOE favorece la construccion de la implicacion al promover la
interaccion activa de los estudiantes con el concepto, guiandolos en el desa-
rrollo de procesos de razonamiento. Este enfoque permite una comprension
mas profunda y completa de la implicacion légica, haciendo que los estu-
diantes no solo apliquen reglas formales, sino que también internalicen las
relaciones logicas subyacentes.

Existe una area de oportunidad en la parte de la descomposiciéon genética
donde se busca coordinar el Proceso de tablas de verdad con el de los co-
nectivos logicos con el fin de dar lugar al Proceso de las tablas de verdad de
cada conectivo logico (Parte 2, actividades 6 a 8), pues las y los estudiantes
respondieron los ejercicios basandose en sus conocimientos previos, en lugar
de construir el concepto a partir de los problemas presentados.

Algunos estudiantes expresaron dudas o confusion durante la ejecucion en la
ultima parte de las actividades en clase, lo cual indica que la introduccién del
concepto de implicacion como condicional l6gicamente valido atin presenta
dificultades. Esto subraya la necesidad de ajustar la metodologia en torno a
la introduccién de este concepto, como incluir ejercicios previos que ayuden
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a coordinar los conceptos de implicacion segun el entendimiento comun y la
logica formal.

A pesar de que los problemas utilizados para evaluar la construccién de la
implicacion, el de los nimeros primos y el laberinto, no son necesariamente
los méas adecuados para los objetivos especificos de esta ICR, pues de cierta
manera abordan a la implicacion como condicional generalizado; las bases
que los estudiantes desarrollaron durante su resolucion proporcionan un inicio
valioso para las respuestas que buscamos.

En particular, los estudiantes mostraron una capacidad incipiente para traba-
jar con proposiciones y conectivos logicos al intentar resolver estos problemas,
lo que demuestra que comenzaron a familiarizarse con el tipo de razonamien-
to que involucra la implicacién, aunque en un contexto mas informal. Los
problemas que elegimos para la evaluacion ofrecen una base inicial que ayu-
dara a identificar y construir sobre los conceptos clave relacionados con la
implicacion generalizada.

Como trabajo futuro, se propone refinar las descomposiciones genéticas pro-
puestas en esta investigacion. Se tomaran en cuenta los aspectos identificados
que pueden ser mejorados para redisenar las DG, los cuales siempre son sus-
ceptibles de mejora. Tanto las actividades como los recursos pueden ajustarse
con el fin de facilitar una construccion mas efectiva de los conceptos de im-
plicacién logica.

Asimismo, se propone el desarrollo de la construccién de los conceptos de
cuantificadores y predicados, lo cual permitird avanzar hacia un estudio mas
profundo sobre la construccién de la implicacion generalizada. Esta etapa
es fundamental, ya que proporcionara a las y los estudiantes las herramien-
tas necesarias para abordar implicaciones que involucren relaciones entre
elementos de conjuntos y funciones. La incorporacion de cuantificadores y
predicados sera clave para expandir su capacidad de razonamiento logico y
sentar las bases para un entendimiento formal y riguroso de la implicacion
generalizada.

Finalmente, conviene senalar algunas consideraciones practicas relacionadas
con la implementacién de las descomposiciones genéticas propuestas. Las ac-
tividades fueron aplicadas a estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
Aplicadas de la Universidad Auténoma Metropolitana; por lo tanto, si se de-
sea replicar este enfoque en un contexto social distinto, sera necesario ajustar
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las actividades a las caracteristicas propias de dicho entorno. Ademas, el fac-
tor temporal debe ser tomado en cuenta, ya que algunas referencias especifi-
cas, como aquellas relacionadas con redes sociales, podrian perder relevancia
con el paso de los anos, afectando la pertinencia de los ejercicios.

Una consideracién adicional es la disponibilidad de participantes para la
aplicacion de las actividades. En este trabajo, la seleccion del grupo estu-
vo condicionada a que los estudiantes no hubieran cursado atn el contenido
de logica, lo que limité la participacion a un grupo de seis estudiantes. Por
ello, recomendamos que, si se desea tener una participaciéon mas amplia en
futuras implementaciones, se prevea una mayor apertura de grupos y se ga-
rantice la disponibilidad tanto del profesorado como de las y los estudiantes.
No obstante, es importante destacar que la teoria APOE adopta un enfoque
cualitativo, cuyo objetivo es identificar y analizar las estructuras y mecanis-
mos mentales que las y los estudiantes requieren para aprender un concepto.
En este sentido, el tamano de la muestra resulta secundario frente al analisis
sobre la construccién de dichas estructuras mentales.
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Capitulo 9

Anexos

A continuacién se encuentran en el Anexo 1 las actividades y ejercicios co-
rrespondientes a la primera sesion, y en el Anexo 2 las actividades y ejercicios
correspondientes a la segunda sesion.

9.1. Anexo 1

Actividades. Parte 1

Integrantes del equipo:

1. Determina si las siguientes oraciones son verdaderas, falsas o ninguna
de las anteriores.

a) Todos los tridngulos son equilateros.

(a)

(b)

(c) 20+ 25 =45
)

(d) La UAM Cuajimalpa tiene escaleras eléctricas.

iFeliz cumpleanios!
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2. Escribe el valor de verdad de las oraciones anteriores
(a)
(b)
(c)
(d)

3. Escribe una oracién que sean falsa, una que sea verdadera y una a la
que no se le pueda asignar un valor de verdad.

4. Escribe la negacion de las siguientes proposiciones simples:

= p: La capital de Francia es Paris.

—|p:

= p: 7 es un namero irracional.
—|p:

= p:24+2=14

—\p:



Capitulo 9. Anexos 107

Actividades. Parte 2

Integrantes del equipo:

1. ;Con cuantas proposiciones simples se construyen las siguientes pro-
posiciones?

a) “Uso Instagram o uso Tiktok”

b) “Uso Instagram o uso Tiktok y uso Facebook”

2. Analiza los posibles valores de verdad de la frase: “Uso Instagram o
uso Tiktok™

3. Analiza los posibles valores de verdad de la frase: “Uso Instagram vy
uso Tiktok™.

4. Construye una tabla con todas las posibilidades de valores de verdad
y organizalas en la siguiente tabla:

pPl4g
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5. Construye una tabla con todas las posibilidades de valores de verdad
y organizalas en la siguiente tabla:

pig|r

6. Construye la tabla de verdad de la negacion y redacta qué puedes decir
acerca de la negacion:

P ‘ —p (negacién de p)

7. Construye la tabla de verdad de p o ¢ (disyuncién), y menciona en qué
casos p V q es falsa:

plg|pVa(poq)

8. Construye la tabla de verdad de p y ¢ (conjuncién), y menciona en qué
casos p A q es falsa:

plg|pANg(yq)

9. Usa una tabla de verdad para determinar el valor de verdad de los
siguientes incisos:
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(a) “Uso Instagram, o uso TikTok y veo YouTube”.

(b) “No uso Instagram, y uso Tiktok o uso Facebook”.

(¢) “No es cierto que no uso Instagram y uso TikTok, y uso Instagram
o uso TikTok™

(d) “Uso TikTok y, ademds, o no uso Instagram o uso TikTok”.
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Actividades. Parte 3

Integrantes del equipo:

1. Escribe si consideras si son légicamente equivalentes las siguientes fra-
ses

(a) p: No puedo decirle que no a mi hermanita si me pide algo.
q: Siempre haré lo que me pida mi hermanita.

(b) P! : No es cierto que esté lloviendo y el piso esté seco al mismo
tiempo.

@: O no esta lloviendo o el piso no esta seco.

2. Decide si p es légicamente equivalente (=) a —(—p).

3. Usa las tablas de verdad para probar la equivalencia de los siguientes
incisos:

(a) ~(pAq)=-pV—q

pAq|(pANg) | p|—q|pV—q

SR IRSRSIES
o<y e

1Se usaran letras maytsculas para hacer referencia a las proposiciones compuestas.
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(b) =(pVq)=-pA—q

pVag|-(pVa) |—p|—-g|-pA-q

oSN
o< SR

(c) pA(pVq) =p

pVqg|lpA(pVq)

SRS S
< e




112 Capitulo 9. Anexos

Actividades. Parte 4

Integrantes del equipo:

1. En los siguientes ejemplos indica cudl es una tautologia ? (Ty) y cudl
es una contradiccién®(Fy):

(a) Nadé en una alberca, pero no me mojé.

(b) Fui a la escuela y entré a todas las clases, pero jugué videojuegos
en casa todo el dia.

(c) Un tridngulo es is6sceles o es escaleno o es equilétero.

2. Demuestra mediante tablas de verdad que P : pV —p es una tautologia.

p|l-p|pV-p
"

F

3. Demuestra mediante tablas de verdad que P : p A —p es una contradic-
cion
p|-p|pA-p
V
-

4. Mediante tablas de verdad, indica si las siguientes proposiciones com-
puestas son tautologia o una contradiccion

a) (pVq)V(=pA—q)
pVaq|-p|og|pA-g|(pVae)V(-pA-q)

SEORSIESES
N < <[=

2Una tautologia es una declaracién que siempre es verdadera.
3Una contradiccién es una declaracién que siempre es falsa.
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b) (pAq)A(=pA—q)

pPAG|—p| =g | pA-q| (pAG) A (—pA-g)

SIS BN
o< T e
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Ejercicios sesion 1

Integrantes del equipo:

1. Determina si las siguientes oraciones son verdaderas, falsas o ninguna
de las anteriores.

(a) Todos los profesores son estrictos.
(b) Haz tus deberes.
(c) =+ 8=10.

2. Escribe el valor de verdad de las oraciones anteriores

3. Redacta un ejemplo de negacién, disyuncién (o) y conjuncion (y).

[ ]
4. Construye las tablas de verdad de los siguientes incisos:

(a) pA(=pAq)

(b) ~pA(gVr)
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(¢) ~(=pA@ A(pVa)

(d) (pVa)V(=pV—q)

5. Usa las tablas de verdad para probar la equivalencia de los siguientes
incisos:

(a) pA(mgAT)=(PA=g) AT

(b) pA(=gVp)=(PA—q)V(pAp)

(c) pA(pVqg) =(@Ap)Vp
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(d) pA(—qVp)=pV—q

6. Prueba o refuta las equivalencias siguientes:

(a) ~(pA(gVr)=-pV(~gA-r)

b) =(pA(qgVr))=-pV(=gA-r)

7. En los siguientes ejemplos indica cudl es una tautologia (1) y cuél es
una contradiccion (Fp):

(a) Hoy comeré o no un helado.
(b) Nadé en una alberca, pero no me mojé.

(c) Hay un tridngulo rectangulo que no tiene un dngulo de 90 grados.



Capitulo 9. Anexos 117

8. Determina si la frase "hace frio o hace calor, o ni hace frio y ni hace
calor” es una tautologia o una contradiccién.

9. Crea dos proposiciones y verifica mediante tablas de verdad si son tau-
tologias o contradicciones.

10. Comparar la tautologia P V —P con la contradicciéon P A =P. ;Cémo
difieren en sus tablas de verdad?

9.2. Anexo 2

Actividades. Parte 5

Integrantes del equipo:

1. Indica cudl es la premisa (P) y la conclusion (C) de las siguientes pro-
posiciones:
= “Estudiar logica implica que sabré demostrar”.

() estudiar légica

(O sabré demostrar

= “Viajaré a Japon, si gano la beca de intercambio”.
(O viajaré a Japén
(O gano la beca de intercambio

= “Si la gente miente, entonces siembra desconfianza”.

(O la gente miente
(O la gente siembra desconfianza
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= “Comenzaré un negocio propio, si no encuentro trabajo este ano”.

(O comenzaré un negocio propio

(O no encuentro trabajo este ano

2. Construye la tabla de verdad de p — ¢ (p implica q).

p — ¢ (implicacién)

SIS BT
o< e

3. Determina el valor de verdad de los siguientes incisos:

= Mi abuelita anda en bici — seré ganador del premio nobel.

= Si no estudio, entonces reprobaré.

s (3cOAA={12}) >3cA

4. En el caso de que la implicacién “si entregas todos los trabajos, apro-
baras la asignatura” es verdadera, qué puedes decir sobre el valor de
verdad de su premisa y conclusion.
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Actividades. Parte 6

Integrantes del equipo:

1. Considera el siguiente argumento:
“Si hace mucho calor, entonces iré a la playa”. (p — q)
“Si voy a la playa, entonces nadaré en el mar”. (¢ — r)
“Hace mucho calor”. (p)

Si hoy hace mucho calor, ;qué puedo concluir?

2. Analiza el siguiente argumento:
“Si el cielo esta nublado, entonces podria llover”. (p — q)

Si no llovié (—q), ;podemos afirmar que el cielo no estaba nublado
(=p)?

3. Dado el argumento: “Si estudio con disciplina y descanso bien la noche
antes del examen, entonces obtendré una buena calificacion”.
Forma un argumento légico basado en la condicién dada e introduce
una conclusién que se siga de las premisas.

4. Determina cudl es la premisa y la conclusién (P — ) de las siguientes
proposiciones compuestas.
a) =(pVq) = -p

b)p—(¢g—r)

QLIT O
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c) (p—q) —(¢g—0p)
P:
Q:

d) [(p—=q)ANgl —p
P:
Q:

e) (PN (g—=r)]—=@—=7)

O
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Actividades. Parte 7

Integrantes del equipo:

1. Usa las tablas de verdad para probar la equivalencia logica de los si-

guientes incisos:

a) p—q=-pVyq

NAN AKX

—(p—q) | ~q | pA—q

plaqg|p—q
VIV
VI|F
FlV
F|F
b) =(p=q)=pA—q
plag|p—yq
VIV
VI|F
FlV
F|F
c) (pA—p) = q=Tp
“p|pAp

(p A —p) = q

S IR BN

SRS

2. Construya una tabla de verdad para cada una de las siguientes propo-
siciones compuestas. p, ¢, r denotan proposiciones simples.
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a) =(pVq) = p

pVaqg|-(pVaq |-p|-(pVeg — p

IR B NS
SIS IS

b) p—(g—r)

qg—r|p—(g—=r)

TSNS NS
RIS I B SIN LS
SIS B e B IS B R

3. ;Cudles de las proposiciones compuestas del ejercicio anterior son tau-
tologias?

4. Decimos que p implica légicamente a g (=) si p — ¢ es una tautologia.
De las implicaciones de los problemas 1y 2, jcudles implicaciones (—)
pueden ser sustituidas por implicaciones légicas (=)?
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Actividades. Parte 8

Integrantes del equipo:

1. Si P es verdad (tautologia) y P = @ (es decir, P — @ es tautologia),
,qué puedes decir sobre el valor de ()7

2. Considera P: los oviparos nacen de huevo y el huevo tiene yema, Q:
los canarios son oviparos y cuando eran huevo tenian yema. Considera
que P es cierto, y que P = . ;qué puedes decir sobre el valor de Q)7

3. Si P = Qy P es falso (contradiccién), ;qué puedes decir sobre el valor
de Q7 Justifica y da un ejemplo.

4. Si tenemos P: esta lloviendo, (): me mojé el cabello. Si P = ) y P es
falso, ;qué puedes decir sobre el valor de Q7
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5. P = Q y @ es falso, jqué puedes decir del valor de verdad de P?

6. Considera P: el rio esta seco, Q: los peces pueden vivir en el rio. Si
P = Q y Q es falso (los peces no pueden vivir en un rio seco), jqué
puedes decir sobre el valor de P?

7. P = Q y Q verdadero, ; Qué puedes decir del valor de verdad de P?

8. Si tenemos P: es fin de semana, @): voy al cine. Si P = ) y P es falso,
.qué puedes decir sobre el valor de Q7
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Ejercicios

Integrantes del equipo:

1. Indica cudl es la premisa (P) y la conclusién (C) de las siguientes pro-
posiciones:
= “Es necesario que las personas lean para ser cultas”.

(O las personas leen

(O las personas son cultas

= “Me inscribiré en clases de baile, si tengo tiempo libre el proximo
trimestre”.

(O me inscribiré en clases de baile
(O si tengo tiempo libre el préximo semestre

= “Estudiaré psicologia, si no apruebo matematicas”.
(O estudiaré psicologia
(O si no apruebo matematicas

2. Dada la implicacién “si entregas todos los trabajos, aprobaras la asig-
natura”, analiza y construye todos los valores de verdad.

3. Usando tablas de verdad comprueba la equivalencia de la implicacion
P — @ con -PVQ
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4. Del ejercicio anterior, encuentra otra equivalencia, pero ahora usando
el conectivo A.

5. ip—=(g—=1r))] = [(p— q) — (p— r)] es una tautologia?

6. ;Qué puedes decir de la siguiente proposiciéon compuesta?

(pVa) = [=(p—q)

7. Dado el argumento “Si la letra es B — la calificacion es 8”
Si la letra es C, jpodemos decir que la calificaciéon no es 87

8. Dado el argumento “Si sacas buenas calificaciones — puedes ir a la
fiesta”
Si reprobamos 3 materias, jqué podemos decir de nuestra asistencia a
la fiesta?

)

9. Dado el argumento “Si entregan todos los trabajos — exentan el examen’
Si nos falté un trabajo por entregar, ;presentamos el examen?
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10. Dado el argumento “Cuando no tenga clases — ordenaré mi habita-
cién”
Estabamos en la primera hora cuando hubo un sismo y nos regresaron
a casa, jordenamos nuestra habitacion?

11. Encuentra el valor de verdad de =(p A q) — (—p V —q)
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9.3. Anexo 3

Ejercicio 1

Determine el universo mas grande dentro de los nimeros enteros desde 1 has-
ta 20, para el cual la siguiente implicacion es verdadera: “si m es un ntimero
par, entonces n + 1 es un nimero primo”.

Ejercicio 2

Una persona llamada X logré pasar a través del siguiente laberinto (desde
Entrada hasta Salida) sin utilizar la misma puerta (abertura) dos veces. Se
pueden formular frases pertinentes a la situacion. Para algunas de estas fra-
ses, podemos determinar un valor de verdad (VERDADERO o FALSO); para
otras, no tenemos suficiente informaciéon para decidir si son verdaderas o no
(en ese caso, responda NO SE PUEDE DECIR).

Salida

T S R QP

K L M N O
— + 4_4’; .
J I H| G F

|
T

E| D C BJ|A

Lyl
Entrada|
Analice cada una de las siguientes seis frases (justificando sus respuestas):

1. X cruzé P.

2. X cruzé N.

3. X cruzd M.
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4. Si X cruzo O, entonces X cruzo F.
5. Si X cruzd K, entonces X cruzo L.

6. Si X cruzo L, entonces X cruzéd K.
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