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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el polinomio dicromético de una digra-
fica. Para esto, comenzamos dando algunas definiciones bésicas sobre graficas y digraficas,
asf como algunos resultados clésicos sobre el polinomio croméatico de una gréfica.

Uno de los resultados principales de este trabajo es la obtencién de una férmula recur-
siva para calcular el polinomio dicromatico de una digrafica. También mostramos algunas
propiedades que satisfacen los coeficientes del polinomio dicromético de una digrafica.

En el altimo capitulo se definen los conceptos de equivalencia dicromética y unicidad
dicromética, asimismo se presentan algunas condiciones que d_eEe cumplir una digrafica
para ser dicrométicamente tnica. Ademés, demostramos que C, con n > 2, C5(1,2) y
QR7 son dicroméaticamente dnicos.
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Introducciéon

El teorema de los cuatro colores establece que todo mapa puede ser coloreado con a lo
més cuatro colores de manera que regiones que compartan una frontera en comin tengan
distinto color.

Este teorema fue enunciado en forma de conjetura en 1852 por F. Guthrie y tuvo que
pasar méas de un siglo, en el cual hubo varios intentos por demostrar el teorema, hasta que
K. Appel y W. Haken en 1976 demostraron el teorema con ayuda de una computadora.

En 1912, D. Birkhoff [3]| en su propdésito por probar el teorema de los cuatro colores,
defini6 el polinomio cromético de un mapa M, denotado por P(M;\), como el namero de
A-coloraciones propias distintas de M. En 1932, H. Whitney [13] generaliz6 el polinomio
croméatico a graficas, al cual denot6 por P(G;\). El teorema de los cuatro colores hubiera
quedado demostrado si P(G;4) > 0 para toda grafica plana G. A pesar de que por medio
del polinomio cromatico no se pudo demostrar el teorema de los cuatro colores, este se
volvié un objeto importante de estudio en la teoria algebraica de gréficas.

Whitney [13] probo la siguiente formula recursiva para el polinomio cromético de una
grafica G
P(G;A) = P(G + {uv}; A) + P(G/{u, v} A),

donde u,v € V(@) son vértices no adyacentes.

A. Harutyunyan [4] defini6 de manera similar el polinomio dicromético (o polinomio
croméatico) de una digrafica D, denotado por P(D;\), como el nimero de A-coloraciones
aciclicas distintas de D. El objetivo principal de este trabajo es proporcionar una férmula
recurrente para calcular el polinomio dicroméatico P(D; \) de una digrafica D, asi como dar
propiedades de P(D; \).

Este texto esta dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo se introducen defi-
niciones bésicas sobre graficas y digraficas. En el segundo capitulo se presentan resultados
basicos sobre el polinomio cromético P(G;\) de una grafica G.
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El tercer capitulo es el capitulo central de este trabajo, pues se presenta una férmula
recursiva para calcular el polinomio dicromatico P(D; ) de una digrafica D, ademas de
que se dan propiedades que satisface P(D;\).

En el cuarto capitulo se introducen los conceptos de equivalencia dicromética y unicidad
dicromatica, ademés en este capitulo demostramos que C,,, con n > 2, C5(1,2) y QR7 son
dicrométicamente tnicos.

Al final se dan las conclusiones generales de este trabajo, asi como problemas abiertos
sobre el polinomio dicromético. También proporcionamos dos apéndices en los cuales se
presenta el calculo de P(C—>’5 (1,2); A) y el célculo de los polinomios de la demostracion del
teorema 23.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones bésicas sobre gréficas y digraficas que se
utilizan en este texto. Sobre la marcha se introducen otras definiciones y notaciones segiin
se van necesitando. Para las definiciones y conceptos no incluidos aqui, se puede revisar el
libro [1].

1.1. Graficas

Una grdfica G es un par ordenado (V, A), donde V' es un conjunto finito y no vacio de
objetos llamados vértices y A es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V. A
a los elementos de A se les llama aristas. Dada una grafica G = (V, A), a los conjuntos V/
y A también se les suele denotar por V(G) y A(G), respectivamente. Las graficas pueden
representarse mediante diagramas, esto se hace dibujando a los vértices mediante circulos
(o puntos) y a las aristas por medio de segmentos de recta que unen dichos circulos (puntos).

Dos vértices u,v € V(G) se dice que son adyacentes si e = (u,v) € A(G). También
diremos que u y v son extremos de e y que la arista e incide en v y en v. Dada una arista
e = (u,v), por notaciéon, en lugar de escribir (u,v) escribiremos wv. Una arista e € A(G) es
un lazo si tiene ambos extremos en un mismo vértice. Se dice que G es simple si no tiene
lazos y aristas miltiples. En este trabajo solo consideramos gréaficas simples.

Dada una grafica G, al ntimero de vértices de G se le llama el orden de G y al nimero
de aristas se le llama el tamano de G. Dado un vértice v € V(G), el grado de v, denotado
por d(v), es el namero de aristas que inciden en v. Un vértice v € V(G) se dice que es una
hoja o vértice final de G si d(v) = 1.

Una grafica de orden n es completa si todo vértice v € V(G) cumple que d(v) =n — 1.
A una grafica completa de orden n se le denota por K,,. A la gréfica sin aristas de orden n
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se le denota por K.

Una grafica G es bipartita si existe una particion de V(G) en Vj y V5 tal que toda arista
de G tiene un extremo en Vj y el otro extremo en V5.

Una subgrdfica H de una grafica G es una grafica tal que V(H) C V(G) y A(H) C A(G).
Una subgréfica H de G, con S = V(H), es una subgrdfica inducida por vértices, si S C V(Q)
y uwv € A(G) siy solo si uwv € A(H) con {u,v} C S,y se denota por H = G(S).

Decimos que dos graficas G1 y Go son isomorfas, si existe una funcién biyectiva f :
V(G1) — V(G2) tal que uv € A(G1) siy solosi f(u)f(v) € A(Gs). Si dos graficas Gy y Ga
son isomorfas lo denotaremos por G1 = Go.

Un camino W = (v1,va...,v,) es una sucesion finita de vértices tal que v;v;41 € A(G)
para todo i € {1,2...,n — 1}. La longitud de W se define como el namero de aristas que
estan en W. Una trayectoria T = (v1,v,...,v,) €s un camino que no repite vértices y se

dice que es una trayectoria de v a v, o una (v1, v, )-trayectoria.

Se dice que W = (v1,v2,...,v,) €s un camino cerrado si v1 = v,. Un ciclo C =
(v1,v2,...,0,) con n > 3 es un camino cerrado que no repite vértices, salvo el primero y
el ultimo. Un ciclo de longitud n es llamado n-ciclo y se denota por C),. Dado un ciclo

Cy = (v1,v2...,vp,v1), una cuerda de C, es una arista de la forma v;v; donde ¢ # j y
’UZ"Uj §é A(Cn)

Una grafica G es coneza si para todo par de vértices u,v € V(G) existe una (u,v)-
trayectoria. Si una grafica G' no es conexa se dice que es inconexa. Una componente conexa
de G es una subgrafica de G maximal por contencién con la propiedad de ser conexa.

Se dice que una grafica conexa G es un drbol si no tiene ciclos. Un bosque es una grafica
que no tiene ciclos.

Sea v € V(G) un vértice, G — {v} denotara a la grafica obtenida al remover el vértice v
de la grafica G, es decir, la grafica inducida por el conjunto de vértices V(G) \ {v}. Anélo-
gamente, dada una arista uv € A(G), G —{uv} denotara a la grafica obtenida al remover la
arista uv de la grafica G. Dados dos vértices u,v € V(G) no adyacentes, G+ {uv} denotara
la grafica obtenida al agregar la arista uv a la grafica G.

Dado un par de vértices u,v € V(G), denotaremos por G/{u,v} a la grafica que se
obtiene al contraer (o identificar) los vértices u y v, es decir, la grafica cuyo conjunto de
vértices es V(G /{u,v}) = (V(G)\{u,v})U{w} donde w ¢ V(G) y cuyo conjunto de aristas
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es
AGHuv}) = {oy:aye AG) y 2,y € V(G)\ {u, v}
{wz :ux € A(G) o vz € A(G), x € V(G) \ {u,v}}.
En la figura 1.1 se presenta un ejemplo de contracciéon de un par de vértices de una
grafica G.
U v w
[ ] [} [
T Y T Y
G G/{u, v}

Figura 1.1: Contracciéon de los vértices v y v en G.

Sea G una grafica conexa y v € V(G), se dice que v es un vértice de corte si G — {v}
es inconexa. Un blogue de una grafica conexa G es una subgrafica conexa maximal de G
con la propiedad de no tener vértices de corte. Un bloque de G es un bloque final si tiene
tinicamente un vértice de corte de G.

Una grafica G es plana si se puede dibujar en el plano de tal manera que ningin par de
aristas se crucen.

1.2. Digraficas

Una grifica dirigida o digrdfica D es una pareja ordenada (V, F'), donde V' es un conjun-
to finito y no vacio de objetos llamados vértices y F' es un conjunto de parejas ordenadas de
elementos de V. A los elementos de F' se les llama flechas. Dada una digrafica D = (V, F),
a los conjuntos V' y F' también se les denota por V(D) y F(D), respectivamente.

En el caso de las digraficas, al representarlas mediante diagramas, una flecha (u,v) se
representa por medio de una flecha del vértice u hacia v. Si (u,v) es una flecha de D, por
notacion en lugar de escribir (u,v) escribiremos wv. Diremos que dos vértices u y v de D
son adyacentes siuv € F(D) ovu € F(D). Una flecha a € F(D) es un lazo si a = uu donde
u € V(D). Se dice que D es simple si no tiene lazos ni flechas multiples. En este trabajo
solo consideramos digréaficas simples.

Sea D una digrifica y v € V(D), la exvecindad de v es el conjunto N*(v) = {u €
V(D) : vu € F(D)}, a los elementos de N1 (v) se les llama ezvecinos de v. La cardinalidad
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de N*(v) es el exgrado de v, que es denotado por d*(v). Andlogamente la invecindad de v
es el conjunto N~ (v) = {u € V(D) : uwv € F(D)}, a los elementos de N~ (v) se les llama
invecinos de v. La cardinalidad de N~ (v) es el ingrado de v, el cual es denotado por d~(v).

Una subdigrifica D' de una digrafica D es una digrafica tal que V(D) C V(D) y
F(D') C F(D). Una subdigrafica D" de D, con S = V(D’), es una subdigrdfica inducida
por vértices si S C V(D) y uwv € F(D) siy solo si uv € F(D') con u,v € S, y se denota
por D(S).

Dos digraficas D1 y Ds son isomorfas, si existe una funcion biyectiva f : V(D;) —
V(D3) tal que wv € F(Dy) siy solo si f(u)f(v) € F(Ds2). Si dos digraficas Dy y Da son
isomorfas lo denotaremos por D = Ds.

Dada una digrafica D, un camino dirigido W = (x1,x2...,2,) en D es una sucesion
finita de vértices tal que x;x;41 € F(D) para todo 1 < i < n — 1. La longitud de W es el
nimero de flechas de W.

Una trayectoria dirigida T' = (x1,x2,...,2y) es un camino dirigido que no repite vérti-
ces y se dice que es una trayectoria dirigida de x1 hacia x;, o una (x1, ,,)-trayectoria dirigida.

Se dice que W = (x1,x9,...,2,) es un camino cerrado dirigido si 1 = x,. Un ciclo
dirigido C' = (x1,x2,...,2Ty) con n > 3 es un camino cerrado dirigido que no repite vértices,
salvo el primero y el dltimo. Un ciclo dirigido de longitud n es llamado n-ciclo dirigido y
se le denota por C',.

El cuello g = g(D) de una digrafica D es la longitud del ciclo dirigido méas corto en D.
La circunferencia de una digrafica D es la longitud del ciclo dirigido mas largo de D.

Cuando se trabaja tinicamente con digraficas en los términos camino dirigido, trayecto-
ria dirigida y ciclo dirigido se puede omitir la palabra "dirigido".

Una digrdfica aciclica D es una digrafica que no tiene ciclos, ademas se dice que
X C V(D) es un conjunto aciclico si D{X) es aciclica. Diremos que una flecha uv € F(D)
es asimétrica si vu ¢ F(D), de lo contrario diremos que es simétrica. Un par de vértices
u,v € V(D) son asimétricos si D{{u,v}) no tiene flechas simétricas.

La grifica subyacente UG(D) de una digrafica D, es la grafica obtenida al reemplazar
cada flecha uv € F(D) o la pareja de flechas {uv,vu} C F(D) por la arista uv. Una orien-
tacion de una grafica G es la digrafica que se obtiene al reemplazar cada arista uv € V(G)
por una y sélo una de la flechas uv o vu.
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Un torneo es una orientaciéon de la grafica K,,. Denotaremos por E a la digrafica que
se obtiene de cambiar toda flecha uv € V(D) por la flecha vu.

Una digrafica D es coneza (o débilmente conezxa) si su gréafica subyacente es conexa.

Una digrafica D es fuerte (o fuertemente conexa) si para cualesquiera dos vértices
u,v € V(D) existe una (u,v)-trayectoria. Una componente fuerte de una digrafica D es
una subdigrafica inducida maximal de D con la propiedad de ser fuerte. Un resultado co-
nocido es que si una una digrafica D es fuerte, entonces D tiene un ciclo.

Sean X, Y subconjuntos no vacios de vértices de una digrafica D. Definimos el conjunto
(X,Y) como

(X,)Y)={(z,y) e F(D):z € X,y Y}.

Sea v € V(D) un vértice, D — {v} denotara a la digrafica obtenida al remover el vértice
v de la digrafica D, es decir, la digrafica inducida por el conjunto de vértices V(D) \ {v}.
Analogamente, dada una flecha uv € A(D), D — {uv} denotara a la digrafica obtenida al
remover la flecha uv de la digrafica D. Dado un subconjunto A C F(D), denotaremos por
D — A a la digréfica que se obtiene de remover todas las flechas en A de D.

Sean u,v € V(D) vértices asimétricos, denotaremos por D + {uv, vu} a la digrafica que
se obtiene al anadirle a la digrafica D las flechas uv y vu. Dado que solamente estamos
trabajando con digraficas simples, cada vez que consideremos dos vértices u y v asimétricos
de una digrafica D, si se da el caso en el que uv € F(D) (resp. vu € F(D)), entonces al
considerar la digrafica D + {uv, vu} entenderemos que solo agregaremos la flecha vu (resp.
la flecha uv) a D.

Sea X C V(D). Definimos la contraccion de X en D, denotada por D/X, como la
digrafica cuyo conjunto de vértices es V(D/X) = (V(D) \ X) U {z}, donde = ¢ V(D) y
cuyo conjunto de flechas es

AD/X)=AD—-X) U {(z,v):veV(D)\X,(X,{v}) #0}
U {(v,z):veV(D)\ X, ({v},X) #0}.

En la figura 1.2 se muestra un ejemplo de la contracciéon de un subconjunto de vértices
de una digrafica D.

Una digrafica D es plana si UG(D) es plana.
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[ ]

D /{u,v,w}

Figura 1.2: Contraccion del conjunto de vértices X = {u, v, w} en D.



Capitulo 2

El polinomio cromatico

En este capitulo se presentan algunos resultados bésicos y ampliamente conocidos sobre
el polinomio cromatico P(G;\) de una grafica G. También se define la equivalencia y
unicidad cromética de una gréafica y se presentan resultados sobre estos conceptos.

2.1. Coloraciones propias en graficas

Dado que la definiciéon del polinomio cromético de una grafica estd intrinsecamente
relacionado con el concepto de A-coloraciéon de una grafica, comenzamos dando algunos
resultados sobre A-coloraciones.

Definiciéon 1. Sea A\ un entero positivo. Una A-coloracion (o A-coloracion propia) de los
vértices de una grafica G es una funcion I' : V(G) — {1,2,..., A} tal que si u,v € V(G)
son adyacentes entonces I'(u) # I'(v).

Dados A colores, una A-coloracion de una grafica G es equivalente a colorear los vértices
de G de manera que vértices adyacentes no tengan el mismo color. En la figura 2.1 se
muestran 6 distintas 3-coloraciones de un 4-ciclo con una cuerda.

Definicion 2. Una grafica que admite una A-coloraciéon se dice que es A-coloreable. El
nimero cromdtico de una grafica G, denotado por x(G), se define como

x(G) = min{\ € Z" : G es A-coloreable}.

Sea H un 4-ciclo con una cuerda, dado que H tiene 2 tridngulos entonces su niimero
cromatico es al menos 3. Dado que en la figura 2.1 mostramos seis distintas 3-coloraciones
de H, podemos concluir que el ntimero cromético de H es x(H) = 3.

A continuacioén se enlistan algunos resultados elementales sobre el niimero cromaético.

e Una grafica G de orden n tiene nimero cromatico x(G) = n si y solo si G = K.
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Figura 2.1: Ejemplos de 3-coloraciones.

e Una grafica G de orden n tiene niimero cromatico x(G) = 1 si y solo si G = K,,.
e Una grafica G no vacia tiene ntimero cromético x(G) = 2 si y so6lo si G es bipartita.

e Para todo n > 3, se cumple que

2 st m es par,
X(Cn) = { 3 st m es impar.

El siguiente teorema es uno de los teoremas mas importantes en la teoria de graficas.

Teorema 1 (Teorema de los cuatro colores). Toda grafica plana es 4-coloreable.

2.2. Calculando el polinomio cromatico

Ya que hemos definido lo que es una A-coloracién de los vértices de una gréfica G,
podemos definir el polinomio cromatico de una gréfica G.

Definicién 3. El polinomio cromético de una grafica G, denotado por P(G; \), es el ntimero
de A-coloraciones distintas de G.

Podemos definir el nimero croméatico x(G) de una grafica G por medio su polinomio
cromatico de la siguiente manera

x(G) = min{\ € Z : P(G;)\) > 0}.

Existen gréficas para las que es sencillo calcular su polinomio cromético, por ejemplo,
las graficas completas y las graficas sin aristas.
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Proposicion 1. El polinomio cromatico de la grafica completa de orden n es
P(Kpy;A)=XAMA—=1)...(A=n+1).

Demostracion. Sea V(K,) = {v1,v2,...,v,} y observe que para toda A-coloracion de K,
ningin par de vértices pueden tener el mismo color. Ahora, escojamos un vértice, por
ejemplo v1. A v le podemos asignar cualquier color de los A colores, al vértice vy le podemos
asignar un color de los A — 1 colores restantes, ..., al vértice v, le podemos asignar uno de
los A —n + 1 colores restantes. Por lo tanto, P(K,;; A) = A(A—1)...(A—n+1). O

Proposiciéon 2. El polinomio cromético de la grafica sin aristas de orden n es
P(K,;\) =",

Demostracion. Dados ) colores, a cualquier vértice de K, se le puede asignar cada uno de
los A colores sin restriccion. Por lo tanto, P(K,; A) = A™. O

El polinomio cromaético de una grafica puede ser expresado en términos de los polinomios
cromaticos de sus componentes conexas.

Teorema 2. Sea GG una grafica con k > 2 componentes conexas. Si G1,Ga, ..., G son las
componentes conexas de GG, entonces

k
P(G;\) =[] P(Gis ).
i=1

Demostracion. Procedemos por induccién sobre k. Si k = 2, sean G y G2 las dos com-
ponentes conexas de GG. Como (G7 y Go no tienen vértices en comun, toda A-coloraciéon de
G se puede extender a una A-coloracion de G de P(G2; \) maneras distintas. Por lo tanto
P(G;A) = P(G1; \)P(Ga; ).

Supongamos que para toda grafica H con k—1 componentes conexas su polinomio cromatico

es
k—1

P(H;\) = [ P(H:; V),
i=1
donde Hq, Hs,...,H;_1 son las componentes conexas de H.

Sea G una grafica con k componentes conexas y sean G1,Ga, ..., G las componentes
conexas de G. Sea G' = G(V(G) \ V(G})). Observe que G’ es una grafica con k — 1 com-
ponentes conexas, tales componentes conexas son Gy, Go,..., Gr_1. Aplicando la hipdtesis
de induccion a G’ se tiene que

k—1
P(G5 ) =[] P(Gis ).

i=1
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Note que toda A-coloracion de G’ se puede extender a una A-coloracion de G de P(Gy; M)
maneras distintas. Por lo tanto

k
P(G; ) = P(G; N P(Gi; M) = [ [ P(Gis V).

i=1
O

El polinomio cromatico de una grafica también puede ser expresado en términos de los
polinomios cromaéticos de sus bloques.

Teorema 3. Sea GG una grafica conexa con r > 2 bloques. Si By, Bo, ..., B, son los bloques
de G, entonces

" P(Bi; A

Demostracion. Procedemos por induccién sobre r. Si r = 2, supongamos que By y By son
los bloques de G y ademas v € V(B;1) NV (Bz) es el vértice de corte. Ahora, el nimero de

A-coloraciones en las que el vértice v tiene el color j para todo j € {1,2,..., A} es igual a
@, lo cual implica que toda A-coloraciéon de Bj se puede extender a una A-coloracién
P(B2;\)

de G de % maneras distintas y por lo tanto

P(B1;A\)P(Ba; A)

P(G; ) = 3

Supongamos que toda grafica H con r — 1 bloques satisface que

[Tio) P(Hi;A)
P(H;\) === 1)\7"72 SRATA
donde Hi, Ho, ..., H,._1 son los bloques de H.
Sea G una grafica con r bloques y sean By, Ba, ..., B, los bloques de G. Ademas, supon-
gamos que B, es un bloque final de G. Sea G' = G(U—{ V(B;)), observe que G’ tiene r — 1
bloques, tales bloques son Bi, Bs, ..., B,_1. Si aplicamos la hipotesis de induccion a G’
obtenemos que
[Ti=i P(Bi:\)
P(G'2) = 55
Dado que toda A-coloracion de G’ se puede extender a una A-coloracion de G de @
maneras distintas, podemos concluir que

P(BiA) _ Ty P(Bi )

P(G;)\) = P(G'; ) 3 e
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El siguiente teorema proporciona un método para calcular el polinomio cromético de
una grafica, el cual consiste en anadir aristas y contraer vértices.

Teorema 4. [14]| Sea G una grafica. Si v y v son dos vértices no adyacentes de G, entonces
P(G;A) = P(G + {uw}; A) + P(G/{u,v}; A).

Demostracion. Sean u 'y v dos vértices no adyacentes de G y A un entero positivo. Podemos
identificar dos tipos de A-coloraciones de G, las A-coloraciones en las que u y v tienen
distinto color y las A-coloraciones en las que u y v tienen el mismo color. Observe que el
namero de A-coloraciones en las que u y v tienen distinto color es igual a P(G + {uv}; \) y
el namero de A-coloraciones en las que u y v tienen el mismo color es igual a P(G/{u,v}; A).
Por lo tanto, P(G;\) = P(G + {w}; \) + P(G/{u,v}; \). O

El siguiente resultado es consecuencia del teorema 4 y es conocido como la propiedad
de eliminacion-contraccion.
Corolario 1. Sea G una gréfica. Si u y v son dos vértices adyacentes de GG, entonces
P(G;A) = P(G = {uw}; A) = P(G/{u,v}; ).

Demostracion. Sean u y v dos vértices adyacentes de G y A un entero positivo. Aplicando
el teorema 4 a P(G — {uv}; \) obtenemos que

P(G —{uv}; A) = P((G = {uv}) + uv; A) + P((G — {uv}) /{u, v}; A).
Note que (G — {uv})/uv = G/{u,v}. Aplicando este hecho a la igualdad anterior se tiene
que
P(G —{uww}; A) = P(G; ) + P(G/{u,v}; A).
Despejando P(G; A) de la igualdad anterior podemos concluir que
P(G;\) = P(G — {uv}; \) — P(G/{u, 0} \).
O

Mediante la formula del teorema 4 calculamos el polinomio cromatico de H (ver figura
2.2), donde H es el 4-ciclo con una cuerda, el cual es P(H;\) = A\* — 5A3 +8)\% — 4\ Si
evaluamos A = 3 en P(H; \), obtenemos que P(H;3) = 6. Las 6 distintas 3-coloraciones de
H se presentan en la figura 2.1.

El siguiente corolario justifica el porqué para toda grafica G, P(G;\) es llamado el
polinomio cromético de G.

Corolario 2. El polinomio cromético P(G; A) de una grafica G es un polinomio en \.

Demostracion. Aplicando recursivamente la ecuacion del teorema 4, el polinomio croméatico
de cualquier grafica puede expresarse como suma de polinomios crométicos de graficas
completas, los cuales por la proposiciéon 1 sabemos que son polinomios. Por lo tanto el
polinomio cromatico de cualquier grafica es un polinomio en A. O
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H " H + {uv} H/{u,v}
_ . /\

=AA = DA —2)(A = 3)+ AA — 1)(A—2)

= A —BA 4+ 8M7 — 4
Figura 2.2: Polinomio cromatico de Cy con una cuerda.

2.3. Propiedades del polinomio cromético

Los coeficientes del polinomio cromatico P(G; \) de una grafica G satisfacen propiedades
interesantes y ademas algunos coeficientes nos proporcionan informaciéon sobre la gréfica G.

Teorema 5. [13| Si G es una grafica de orden n y tamano m, entonces P(G;\) es un
polinomio de grado n que satisface las siguientes propiedades:

(i) El coeficiente de A" es 1.

(ii) El coeficiente de A"~ ! es —m.
(iii) Los coeficientes alternan en signo.
(iv) El término independiente es 0.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre m. Si m = 0 entonces G = K,, y por el
teorema 2 sabemos que P(K,;\) = A". Y evidentemente P(G;\) = A" satisface las pro-
piedades.

Supongamos que el teorema se satisface para toda grafica de tamano menor que m.
Sea GG una grafica de orden m y wv una arista de GG. Por el corolario 1,

P(G;\) = P(G —{uv}; A\) — P(G/{u,v}; \).

Observe que G — {uv} tiene orden n y tamano m — 1. Por lo que aplicando la hipotesis de
induccion a G — uv se obtiene que

P(G — {uv}; N) = agA™ + a1 A"+ a2+t an i\ + a,
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donde ap =1, a1 = —(m—1),a; >0siiesparcon 0 <i<nya; <0siiesimpar con
1 <4 < n. Ahora, observe que G/{u,v} tiene orden n — 1 y tamano m’, donde m’ < m — 1.
Aplicando la hipotesis de induccion a G/{u,v} se sigue que

P(G/{u,v};0) = boA" L 0y A2 4 b A3 b 4 by oA+ by,

donde by =1, by = —m/, b; > 0siiesparcon 0 <i<n-—1yb <O0siiesimpar con
1 <i¢ <n-—1. Aplicando la férmula del corolario 1 se tiene que
P(G;A) = P(G; M) = P(G —{wv}; ) = P(G/{u,v}; M)
= (ap\" + AN a2+t ap )+ an)—
(BN L b AN 2 b N 4 bpo A+ b))
= ap\" + (a3 — bo)N"1 + (ag — b1)A"T2 4 ..
+ (ap—1 — bp—2) A+ (ap — bp—1).

Note que ap =1, a1 —bp = —(m—1)—1=—m, a; —bi—1 >0siiesparcon 2 <i<n
y a; —bi—1 < 0 si i es impar con 1 < i < n. Por lo tanto, P(G; \) satisface todas las
propiedades. O

El coeficiente del término lineal del polinomio cromético P(G; A) de una grafica G nos
proporciona informacién acerca de la conexidad de la gréfica.

Teorema 6. Si G es una grafica, entonces el coeficiente del término lineal de P(G;\) es
distinto de 0 si y solo si G es conexa.

Demostracion. Para demostrar la primera implicacién procederemos por contradicciéon. Sea
G una gréafica tal que el término lineal de P(G; \) es distinto de cero y supongamos que G
es no conexa. Si G es no conexa, entonces tiene al menos dos componentes conexas y por
el teorema 2, P(G;\) es el producto de sus componentes conexas. Por lo tanto A? divide
a P(G;)\) y en consecuencia el término lineal es cero, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto si el coeficiente del término lineal es distinto de 0, entonces G es conexa.

Ahora, supongamos que G es una grafica conexa. Si G es un arbol entonces P(G;\) =
A(A — 1)"~! (ver teo 7) y evidentemente el resultado es cierto. Ahora, supongamos que G
no es un arbol, esto implica que G tiene al menos un ciclo y en consecuencia tiene por lo
menos 3 aristas. Procederemos por induccién sobre el tamafio de G. Sea m el tamano de

G.

Sim = 3 entonces G = K3 y por el teorema 1 sabemos que P(K3,\) = A(A—1)(A—2) =
A3 —3X2+2) y por lo tanto el resultado se cumple. Supongamos que el polinomio cromético
P(H; ) de toda grafica conexa H de tamano a lo méas m — 1 satisface que su término lineal
es distinto de cero. Sea GG una grafica conexa de orden n, tamano m y sea uv una arista
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de G que pertenece a un ciclo. Observe que G — {uv} y G/{u,v} son graficas conexas con
tamano m; = m — 1 y ma < m — 1 respectivamente.

Aplicando la hipotesis de induccion a este hecho, obtenemos que el coeficiente del tér-
mino lineal de P(G — {uv}; \) es distinto de cero y el coeficiente del término lineal de
P(G/{u,v}; ) es distinto de cero. Por el teorema 5, el grado de P(G — {uv};\) es n y el
grado de P(G/{u,v}; A) es n—1 y en consecuencia el signo del coeficiente del término lineal
de P(G — {uv}; ) es distinto del signo del coeficiente del término lineal de P(G/{u,v};\).
Aplicando el teorema 1 a G, obtenemos que P(G; \) = P(G —{uwv}; \) — (G/{u,v}; \). Por
lo tanto, el coeficiente del término lineal de P(G; \) es distinto de cero. O

Corolario 3. Si G es una gréafica con k > 1 componentes conexas, entonces el primer
coeficiente distinto de 0 es el coeficiente de A*.

Demostracion. Sean G1,Go, ..., Gy las k componentes conexas de G. Por el teorema 2
k
P(G;\) = [[ P(Gis \).
=1

Ademés, por el teorema 6, el coeficiente del término lineal de P(G;; ) es distinto de cero
para todo i € {1,2...,k} y en consecuencia A\* divide a P(G;)), pero A**! no lo divide.
Por lo tanto, el primer coeficiente distinto de cero es el coeficiente de \*. O

2.4. Ejemplos

En esta seccion calculamos los polinomios cromaticos de algunas familias de gréficas.
Comenzamos demostrando una proposicion que es de gran ayuda para calcular el polinomio
cromatico de un arbol.

Proposicion 3. Sea G una grafica. Si v € V(G) es una hoja de G, entonces
P(G;N)=(AN=1)P(G —{v}; ).

Demostracion. Sea v una hoja de G. Dado que P(G — {v});\) cuenta el numero de A
coloraciones distintas de G — {v} y cualquier A-coloracion de G — {v} la podemos extender
a una A-coloracion de G de A — 1 maneras distintas, podemos concluir que P(G;\) =
A=1P(G—{v}A). O

Teorema 7. Si T es un arbol de orden n > 1, entonces P(T;\) = A(A — 1)L,

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Sin = 1, entonces T = Ky y P(K1;\) =
. Por lo tanto, el resultado es cierto para n = 1.
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Supongamos que para todo drbol 7" de orden n — 1 se cumple que P(T"; \) = A(A —1)"72.

Ahora, sea T' un arbol de orden n y sea v un vértice final de T', en consecuencia T — {v}
es un arbol de orden n — 1. Aplicando la proposicion 3 y la hipotesis de induccion a T'— {v}
obtenemos que

P(T;N)=A=1)P(T - {v:A)=AN-DAA=1)"2] = x\-1)""L

O
Corolario 4. Si F' es un bosque de orden n con k£ > 1 componentes conexas, entonces
P(F;\) = (A —1)n 7k,
Demostracion. Sean Fy, Fs ..., F}, las componentes conexas de F' y suponga que F; tiene
orden n; para todo i € {1,2...,k}. Por el teorema 7, toda componente conexa F; satisface
que P(Fj;\) = A(A — 1)%~L. Observe que
k
Z ni—1=n-—k.
i=1
Aplicando el teorema 2 a F' obtenemos que
k
P(F;\) =[] P(Fin) =N -1)"
i=1
O

Teorema 8. [15] El polinomio cromatico del ciclo de orden n es
PO ) = (A=1)"+ (=1)"(A = 1).

Demostracion. Induccién sobre n.
Sin = 3, entonces

= (A=1D(A\=2))
=A=1DAN\=-22+1-1)
=A-D(A-1)*-1)
=(A-1P2-(\=-1)
==+ (-1°’(A\ = 1)
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Y por lo tanto, el resultado se satisface para n = 3.
Supongamos que todo ciclo de orden n — 1 satisface que

P(Cp1;\) = (A= 1)" L+ (=1)" T (A = 1).

Sea wv una arista de C),. Observe que Cy,/{u,v} = C,_1 y por hipotesis de induccion
sabemos que P(Cj,_1;\) = (A—1)""1 +(=1)""1 (A —1). Ademas, C,, — {uv} es un arbol de
orden n. Aplicando el teorema 7 a C,, — {uv} se tiene que P(C,, — {uv}; \) = A(A —1)"~L.
Por lo tanto, si aplicamos el corolario 1 a C,, obtenemos que

P(Cna )‘) = P( - {UU} >‘) - (Cn/{uav}; )‘)

A=D" = (A=) T+ (=)A= 1)
(A=t ( ) A G VO
A=DA=D" = (=)A= 1)
A=D"+(=1)"(A—=1).

2.5. Cromaticidad

En la seccién anterior demostramos que cualesquiera dos drboles del mismo orden tienen
el mismo polinomio cromético (ver teorema 7), por lo que es natural hacernos la siguiente
pregunta: jcuidndo dos graficas tienen el mismo polinomio cromético?. Las siguientes dos
definiciones son motivadas por la pregunta anterior.

Definicion 4. Dos graficas G y H son cromdticamente equivalentes si P(G;\) = P(H; \).

Definiciéon 5. Una grafica G es cromdticamente unica si P(G;\) = P(H;\) implica que
G = H.

Por el teorema 5, si dos gréaficas son cromaticamente equivalentes, entonces deben tener
el mismo orden, el mismo tamano y el mismo nimero cromético. El siguiente resultado es
consecuencia inmediata del teorema 7.

Corolario 5. Cualesquiera dos bosques con el mismo orden y el mismo ntimero de compo-
nentes conexas son cromaticamente equivalentes.

En el siguiente teorema mostramos que el ciclo C,, estéd completamente determinado por
su polinomio croméatico.

Teorema 9. El ciclo C,, es crométicamente tinico.
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Demostracion. Sea G una grafica de orden n con P(G;A) = (A —1)" + (=1)"(\ — 1),
probaremos que G 22 C,,. Primero observemos lo siguiente:

P(GiAN) =A=1D"+ (-1)"(A—1) = (Z(—l)k <Z> A""“) +(=1)*"(A—=1)

k=0

Como el coeficiente lineal es distinto de cero, entonces por el teorema 6, G es conexa.
Dado que el coeficiente de A1 es n, se deduce que el tamafo de G es el igual al orden y
en consecuencia G tiene exactamente un ciclo. Procederemos a demostrar que C,, es cro-
méticamente tnico por induccién sobre n.

Si n = 3, entonces evidentemente G = ('3. Supongamos que toda grafica H de orden
n—1con P(H;\) = (A—1)""1 4+ (=1)""}(X = 1) es un ciclo de orden n — 1.

Ahora, sea uv un arista del dnico ciclo de G. Observe que G/{u,v} es una gréfica de
orden n — 1y que G — {uv} es una arbol de orden n. Despejando P(G/{u,v};\) de la
férmula del corolario 1 obtenemos que

P(G/{u,v};A) = P(G — {uv}; A) — P(G; A)

=AA=D)"T = [A =D+ (-1)"(A - 1)]
=AA-D)" (A=) = (=1)"(A—1)
=AA-D" T A=A =-D" T —(=1)"(A-1)
=A=D" T A =XA+1) - (-1)"(A=1)
=A-D)" (=) A - 1).

Aplicando la hipétesis de induccion a P(G/{u,v}; A) se obtiene que G/{u, v} es un ciclo
de orden n— 1. Dado que uv era una arista del tnico ciclo de G, se deduce que G = C,,. U
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En general no se sabe bajo que condiciones dos graficas son crométicamente equivalentes
o cuando una grafica es cromaticamente tnica. En [15] se presentan algunos resultados sobre
equivalencia y unicidad croméatica.



Capitulo 3

El polinomio dicromatico

En este capitulo presentamos una féormula recursiva para calcular el polinomio dicro-
mético de una digrafica. También mostramos algunas propiedades que satisfacen sus coefi-
cientes.

3.1. Coloraciones aciclicas en digraficas
V. Neumann-Lara [7], extendi6 la nocién de A-coloracion a digraficas.

Definicién 6. Sea A un entero positivo. Una A-coloracion aciclica de una digrafica D es
una particion de los vértices de D en A conjuntos aciclicos.

En este trabajo para toda digrafica D solamente consideramos A-coloraciones acicli-
cas, por lo que por simplicidad llamaremos A-coloraciéon de D a una A-coloracién aciclica
de D. Una A-coloraciéon de una digrafica D también puede ser vista como una funcién
I': V(D) —{1,2,..., A} de tal manera que no induzca ciclos monocromaéticos (ciclos cuyos
vértices estan coloreados con el mismo color). Llamaremos coloracion a cualquier funcion

I':V(D)—{1,2,...,A}.

Dados A colores, una A-coloracién de una digréafica D es equivalente a colorear los vértices
de D con a lo mas A colores de manera que no se obtengan ciclos monocrométicos. En la

figura 3.1 se presentan ejemplos de 2-coloraciones de Cf.

Definicién 7. El nimero dicroméatico de una digrafica D, denotado por de(D), es el minimo
entero positivo A para el cual existe una A-coloracién de D.

Observe que si D es una digrafica cuyas flechas son todas simétricas, entonces de(D) =
Xx(D), pues todo flecha simétrica es un ciclo de longitud 2. A continuacién presentamos
algunos resultados basicos sobre el nimero dicromatico.
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A A A

Figura 3.1: Ejemplos de 2-coloraciones.
e Una digrafica D de orden n tiene nimero dicromatico de(D) = n siy soélo si D es la
digréafica completa.

e Una digrafica D de orden n tiene ntimero dicromético de(D) = 1 si y solo si D es
aciclica.

—>
e Para todo n > 2 se cumple que dc(Cy,) = 2.

En 1982 V. Neumann-Lara conjeturd lo siguiente.

Conjetura 1. Si D es una digrafica plana sin flechas simétricas, entonces de(D) < 2.

3.2. Resultados conocidos

En [4], A. Harutyunyan definio el polinomio cromatico de una digrafica. En este trabajo
a tal polinomio lo llamamos el polinomio dicromético de una digrafica. En esta seccion
presentamos los resultados de Harutyunyan sobre el polinomio dicromatico.

Definicion 8. El polinomio dicromdtico de una digrafica D, denotado por P(D;\), es el
nimero de A-coloraciones distintas de D.

Podemos definir el nimero dicromético de(D) de una digrafica D por medio su polinomio
dicromético de la siguiente manera:

de(D) = min{\ € Z" : P(D;\) > 0}.

Es sencillo calcular el polinomio dicromaético de las digraficas aciclicas y los ciclos.
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Proposicion 4. [4] Si D es una digrafica aciclica de orden n, entonces P(D;\) = A",

Demostracion. Observe que cualquier particion de los vértices de D es una A-coloracion.
Por lo tanto, P(D;A) = A\™. O

Teorema 10. [4] El polinomio dicromatico del ciclo de orden n es P(a:; A)=A"— A\

Demostracion. Note que las tnicas coloraciones de los vértices de C, que no son A-coloraciones
son las que a todos los vértices les asignixg el mismo color, ademés hay exactamente A co-
loraciones de este tipo. Por lo tanto, P(Cy; A) = A" — . O

El polinomio dicromatico de una digréafica puede ser expresado en términos de los poli-
nomios dicromaticos de sus componentes fuertes.

Teorema 11. [4] Sea D una digrafica con k > 2 componentes fuertes. Si Dy, Da, ..., Dy
son las componentes fuertes de D, entonces

k
P(D;)) = [[ P(Di; ).

i=1

Demostracion. Procedemos por induccién sobre k.

Si k = 2, entonces sean Dy y Do las componentes fuertes de D. Observe que V(D) N
V(D2) = 0, de lo contrario Dy y Dy formarian parte de la misma componente fuerte. De
la observacién anterior se obtiene que toda A-coloracién de D se puede extender a una
A-coloracion de D de P(Da2, \) maneras distintas, por lo tanto

P(D;\) = P(Dy,\)P(Da, ).

Supongamos que toda digrafica H con k — 1 componentes fuertes cumple que
k—1
P(H;\) = [ [ P(Hi: ),
i=1

donde Hi, Ho,...,Hi_1 son las componentes fuertes de H. Sea D una digrafica con k
componentes fuertes y sean D1, Ds,..., D, sus componentes fuertes. Ahora, sea D' =
D(UFZV(D;)). Observe que D’ es una digrafica con k — 1 componentes fuertes y tales
componentes son Dy, Do, ..., Dy_1. Por lo tanto, aplicando la hipotesis de induccién a D’

se tiene que
k—1

P(D A=) [[ P(Dis ).
=1
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Dado que toda A-coloracion de D’ se puede extender a una A-coloracion de D de P(Dy; M)
maneras diferentes, obtenemos que

k
P(D; ) = P(D'; \)P(Dy; A) = [ [ P(Dis ).

O

El siguiente teorema nos proporciona una féormula para calcular el polinomio dicromatico
de una digrafica D bajo ciertas condiciones sobre las flechas de los ciclos de D.

Teorema 12. [4] Sea D una digrafica. Si 8 es un ciclo de D tal que ninguna flecha de 8
pertenece a otro ciclo de D, entonces

P(D: ) = P(D — F(C); ) — P(DJV(C): \).

Demostracion. Como ninguna flecha de 8 aparece en otro ciclo de D, toda A-coloraciéon de
D-F (8) es una A-coloracién de D con excepcion de las A-coloraciones en las que todos los
vértices de C tienen el mismo color. Observe que el ntimero de A-coloraciones de D — F/(C')
en las que los vértices de C tienen el mismo color es igual a P(D/ V(B)) Por lo tanto,

P(D;\) = P(D — F(C); ) — P(D/V(C): \).
O

Si D es una digrafica que tiene algtin vértice de ingrado y exgrado a lo mas uno, entonces
podemos decir lo siguiente.

Teorema 13. [4] Si v es un vértice de una digrafica D que satisface que min{d ™" (v),d™ (v)} =
0, entonces P(D; \) = AP(D — {v}, \).

Demostracion. Observe que D1 = v es una componente fuerte de D. Aplicando el teorema
11 a este hecho, obtenemos que P(D;\) = AP(D — {v}, \). O

Teorema 14. [4] Sea D una digrafica y v un vértice de D que satisface que dt(v) =
d~(v) = 1. Sea w el invecino de v y u el exvecino de v con w # u. Si D’ es la digrafica
definida como V(D) = V(D) \ {v} y F(D') = F(D — {v}) U {wu}, entonces

P(D;\) = P(D'; \) + (A = 1)P(D — {v}; \).

Demostracion. Observe que toda A-coloracion de D — {v} que no genera uw-trayectorias
monocromaticas es una A-coloracion de D', ademéas ninguna A-coloracion de D’ puede ge-
nerar uw-trayectorias monocromaticas en D — {v}. De esto se deduce lo siguiente:



3.3. CALCULANDO EL POLINOMIO DICROMATICO 23

i) El nimero de A-coloraciones de D—{v} que no generan uw-trayectorias monocroméati-
cas es igual a P(D’; \). Ademaés, toda A-coloracion de D—{v} que no genera uw-trayectorias
monocrométicas se puede extender a una A-coloraciéon de D de A\ maneras distintas.

it) El ntmero de A-coloraciones de D — {v} que generan uw-trayectorias monocromé-
ticas es P(D — {v}, \) — P(D’; \). Ademas, toda A-coloracion de D — {v} que genera uw-
trayectorias monocrométicas se puede extender a una A-coloracién de D de A — 1 maneras
distintas. Por lo tanto,

P(D;A) = AP(D';A) + (A = D[P(D — {v}; ) = P(D'; \)]
(

)
—AP(D'; \) + (A = 1)P(D — {v}; A) — AP(D'; A) + P(D'; \)
= P(D;)\)+ (A —=1)P(D — {v}; N).

+ 1
+ 1

3.3. Calculando el polinomio dicromatico

Antes de presentar una formula recursiva que nos permita calcular el polinomio dicro-
mético de una digrafica D, probamos una proposicion que es de gran utilidad para calcular
polinomios dicromaticos de algunas digraficas. Todos lo resultados que se presentan a partir
de aqui son originales, a menos que se especifique lo contrario.

Proposicion 5. Si F' es una subdigréfica propia de una digrafica D de orden n que satisface
que toda coloracién I' de los vértices de D es una A-coloraciéon de los vértices de F’ si y s6lo
si I es una A-coloracién de los vértices de D. Entonces

P(D;\) = X VI p(F; A,

Demostracion. Sea D una digrafica de orden n. Sea F' una subdigrafica propia de D que
satisface que toda I' coloracién de los vértices de D es una A-coloraciéon de los vértices de
F siy solo si I' es una A-coloracion de los vértices de D. Observe que toda A-coloraciéon de
los vértices de F se puede extender a D de A~ IV maneras diferentes, por lo tanto

P(D; \) = A VI p(F; A,

Se dice que una digrafica D es uniciclica si tiene exactamente un ciclo.

Corolario 6. Sea D una digrafica de orden n y cuello g. Si D es una digréafica uniciclica o
D es un ciclo con una cuerda, entonces

P(D; ) = A"9(\9 — \).
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Demostracion. Sean 8 el ciclo de longitud el cuello de D y I' una coloracién de los vértices
de D. Observe que I' es una A-coloracion de los vértices de si y s6lo si I' es una \-
coloracién de los vértices de D. Por lo tanto, aplicando la proposicién 5 obtenemos que

P(D;A) = A V@I P(En) = Am9(n9 — \).
0

Sea D una digrafica. Para cada par de vértices asimétricos u,v € V(D) definimos el
conjunto T, como:

Tuww ={T : T es una (u,v)-trayectoria de longitud al menos dos y D(V (7)) es aciclica}.
Sea Ty, = T,y U T, y definamos H,, como:

Huw ={H : H € P(Typ) \ {0} y D(UreaV (T)) es aciclica}, (3.1)

donde P(U) denota el conjunto potencia del conjunto U. Observe que si uv € F(D), en-
tonces T, = 0.

Sean H;, H; dos elementos de Hy,. Definamos una relacion de equivalencia ~ en Hy,
de la siguiente manera:

Hi~Hjsiysolosi | vV(T)= ] V(D). (3.2)
TeH; TGHJ‘
Ahora, sea Ry, = {R1, Ra,..., Ry} el conjunto de clases de equivalencia de ~ y para

cada i € {1,2,...,¢} definimos R} como

Ry = |J V(T). (3.3)
TeR;

El siguiente teorema proporciona un método recursivo para calcular el polinomio dicro-
mético de una digréfica.

Teorema 15. Si u y v son dos vértices asimétricos de una digréfica D, entonces

l
P(D;\) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; \) + Z P(D/R;; ),
i=1

donde R es el conjunto de vértices definido en 3.3 para todo ¢ € {1,2...,¢}.
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Demostracion. Sea D una digrafica y u,v € V(D) dos vértices asimétricos. Separamos las
A-coloraciones de D en las A-coloraciones donde u y v tienen asignado distinto color y las
A-coloraciones donde u y v tienen asignado el mismo color. Por el principio de inclusién-
exclusion el namero de A-coloraciones de D es igual al niimero de A-coloraciones de D en
las que u y v tienen asignado distinto color més el niimero de A-coloraciones de D en las
que u y v tienen asignado el mismo color. Note que el ntimero de A-coloraciones de D en
las que u y v tienen asignado distinto color es el numero de A-coloraciones de D + {uv, vu}.

Para calcular el nimero de A-coloraciones de D en las que u y v tienen asignado el mis-
mo color consideremos T,,,, = {T1,To, ..., Ts} v Huw = {H1, Ha, ..., Hi}. Observe que para
cada i € {1,2,...,s}, la trayectoria T; se convierte en un ciclo C; en la digrafica D/{u,v}.
Por como estan definidos Ty, v Huw, para todo j € {1,2,...,k} existen A-coloraciones de
D en las que todos los vértices de todas la trayectorias que pertenecen a H; tienen el mismo
color y tales A-coloraciones no se le pueden asignar a la digrafica D/{u,v}. Entonces, el
niamero de A-coloraciones de D /{u, v} es igual al namero de A-coloraciones de D en las que
u y v tienen el mismo color pero no todos lo vértices de todas la trayectorias que pertenecen
a Hj; tienen el mismo color.

Ahora, note que el ntimero de A-coloraciones de D en las que todos los vértices de todas
la trayectorias que pertenecen a Hj es igual al ntimero de A-coloraciones de la digrafica
D/ Uren; V(T). Para evitar contar la misma A-coloracién més de una vez consideremos

la relacion de equivalencia ~ en H,, (ver 3.2). Sea Ry, = {Ri1, R, ..., Ry} el conjunto de
clases de equivalencia de ~ y para cada i € {1,2,...,¢} sea
Ry = |J v(D).
TeR;

Por lo que para cada R; € Ry, el nimero de A-coloraciones de D en las que todos los vértices
de todas la trayectorias que pertenecen a R; tienen el mismo color es igual al ntimero de
A-coloraciones de D/RY. Por lo tanto, el ntiimero de A-coloraciones distintas de D es

l
P(D; \) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; \) + Y P(D/R}; N).
=1
0

Al aplicar recursivamente el teorema 15 a las digraficas D, D + {uv,vu} y D/R* don-
de u,v son vértices asimétricos de D y R* es el conjunto definido en 3.3, eventualmente
obtendremos una colecciéon de digréaficas simétricas completas. Por lo tanto, el polinomio
dicromatico P(D; \) de una digrafica se puede expresar como suma de digraficas simétricas
completas y como consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 7. El polinomio dicroméatico P(D;A) de una digrafica D es un polinomio en A.
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Considere la digrafica D de la figura 3.2 y sea I' una coloraciéon de D. Observe que I'
es una A-coloracion de D({u,v,y}) si y solo si I' es una A-coloracion de D. Aplicando la
proposicién 5 obtenemos que

P(D; A) = N3P(C ) = A2(03 — A) = A% — A3,

Figura 3.2: Digréafica D con P(D;\) = A5 — \3.

Utilizando la férmula del teorema 15 vamos a calcular P(D; \) considerando dos pares
de vértices asimétricos distintos. Primero tomemos el par u,v € V (D), calculando T, y
H.o se tiene que

Ty = {11 = (v, w,v),Ts = (u,z,v), T3 = (u,w, x,v)}
y
Huy = {{Tl}v {T2}7 {T3}7 {Tlﬁ TQ}? {T17 T3}7 {T27 T3}7 {Tb Ty, T3}}'

Observe que {T3} ~ {T1,To} ~ {T1,T5} ~ {15, T3} ~ {11, T>,T5}. Tomemos el sistema
de representantes Ry, = {{T1},{T2},{T5}}. Sean R} = {u,w,v}, R = {u,z,v} y R§ =
{u,w,z,v}. Aplicando la férmula del teorema 15 se sigue que

3
P(D;\) = P(D + {vu}; A) + P(D/{u,v}; \) + > P(D/R}; \).
i=1
En la figura 3.3 calculamos P(D;\). Primero, para calcular P(D + {vu}; \), considere
I una coloracion de D + {vu}. Observe que I' es una A-coloracion de D({u,v}) siy sélo si
I" es una A-coloracion de D + {vu}. Aplicando la proposiciéon 5 obtenemos que

P(D + {vu}; \) = X2P(D{u,v}); A) = B3 (A2 = X) = M (A - 1).

Anéalogamente, para calcular P(D/{u,v}; \), tome I' una coloracion de P(D/{u,v}. Note
que I' es una A-coloracion de la subdigrafica propia D/{u,v} — {wz} si y solo si I" es una
A-coloracion de D/{u,v}. Aplicando la proposicion 5 se sigue que

P(D/{u,v};X) = X' P(D/{u,v} — {wa}) = P(D/{u,v} — {wa}).
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D+{vu}  D/{u,v} D/R;  D/R; D/R;

N L\ + ®+ () 00

NDZEE A NZA O R

= MA=D+AA =1 HAA=1D2HAA = 1)2+X2 = )

8 U

/So—»o

= A5 —\3

Figura 3.3: P(D;\) = P(D + {vu}; \) + P(D/{u,v}; \) + 322_ P(D/R¥; \) = A5 — X3,

Ademés, P(D/{u,v} — {wz}; ) = A(A — 1)3, pues D/{u,v} — {wz} es un arbol de orden
4.
Ahora considere los vértices w,y € V (D), calculando Ty, y Hy se obtiene que

Ewy = {T1 = (w77)7y),T2 = (wvxavvy)aT?) == (y7u7w)}

y
Huy = ({11} {T2} {15} {11, T2} }-

Note que {Tp} ~ {T1,T>}. Sea Ry = {{T1},{T>},{T3}}. Consideremos R} = {w,v,y},
Ry = {w,z,v,y} y R} = {y,u,w}. Aplicando el teorema 15 se sigue que

3
P(D;\) = P(D + {wy, yw}h A) + P(D/{w,y}; \) + > P(D/R}; \).

=1

En la figura 3.4 se calcula P(D;\). Primero calculemos P(D + {wy,yw}; \). Sea I" una
coloracion de D + {wy, yw}. Observe que I' es una A-coloracion de D({u,w,v,y}) siy soélo
si I' es una A-coloracion de D + {wy, yw}. Aplicando la proposicién 5 obtenemos que

P(D + {wy, yw}; A) = X" P(D{{u, w,v,y}); ).

Note que toda A-coloracion de D{{u,v,y} se puede extender de A — 1 formas distintas a
D{{u,w,v,y}) y en consecuencia

P(D({u,w,v,y}),A) = P(D{{u,v,y}; 1) (A = 1) = (A* = \)(A = 1).
Por lo tanto, P(D + {wy, yw}; \) = A(A3 = \)(A —1).
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Ahora, calculemos P(D/{w,y}; ). Sea I una coloracion de D/{w,y}. Observe que I'
es una A-coloracion de D({u,v,a}) si y solo si I' es una A-coloracion de D/{w,y}. Por la
proposicién 5 se obtiene que

P(D/{w,y};A) = X7 P(D{{u, v, a}); A).
Si aplicamos la formula del teorema 15 a D{{u,v,a}) obtenemos que
P(D{u,v,a});A) = P(D{u,v,a}) +{vu}; A) + P(D{{u,v,a})/{u,v}; A)

= P(K3;A) + P(K2; )

= AA-12
Por lo tanto, P(D/{w,y};\) = A2(\ — 1)%. Note que D{{u,v,a}) = D/Rj;. Ahora, para
calcular P(D/Rj; X), observe que D/R3+{vz} = D/R}y D/R;/{xzv} = K,. Por el teorema
15 se sigue que

P(D/R3;A) = P(D/R3+{va};A) + P(D/Ry/{xv}; A)
AA=1)2 4N -1)

= XNA-1).
D D + {wy, yw} D/{y,w} D/R; D/R;  D/R;
T T T T ° T

A

° e — o °

) v ) voou

) Y a
= B NA—DAFRA=1)2+AA =124+ AA 1)+ A2(A—1)
= /\5 _ )\3

Figura 3.4: P(D;\) = P(D + {wy}; \) + P(D/{w,y}; \) + S22, P(D/R:;\) = A5 — X3,
En el siguiente corolario damos algunas condiciones para que la formula del teorema 15
coincida con la féormula del teorema 4.

Corolario 8. Sea D una digréfica.

(i) Si wwv es una flecha asimétrica de D tal que Nt (u) \ {v} C NT(v) o N™(v) \ {u} C
N7~ (u), entonces P(D;\) = P(D + {vu}; X\) + P(D/{u,v}; \).
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(ii) Si w y v son dos vértices no adyacentes de D tal que NT(u) = Nt(v) o N~ (u) =
N~ (v), entonces P(D;\) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; \).

Demostracion. Primero probaremos (i). Sea uv una flecha asimétrica de D y sea T' = (u =

UL, U2, .. ., Up_1, U = v) una (u,v)-trayectoria de longitud al menos dos. Si NT(u) \ {v} C
N*(v) entonces (ug, ..., ur = v,ug) es un ciclo de D, si N~ (v)\{u} C N~ (u) entonces (u =
U, U2, ..., Uux—1,u = uy) es un ciclo de D. De ambos casos se deduce que D(V (1)) no es aci-

clica, lo cual implica que T,,, = (). Por lo tanto, P(D; \) = P(D+{vu}; \)+P(D/{u,v}; \).

Ahora, para demostrar (ii), sean u y v dos vértices no adyacentes de D. Sea T} =

(u = u,ug,...,up_1,ur, = v) una (u,v)-trayectoria de longitud al menos dos y sea Tp =
(v =w1,v9,...,06_1,v = u) una (v, u)-trayectoria de longitud al menos dos. Si N (u) =
N*(v) entonces (ug,...,ur_1,ux = v,ug) es un ciclo de Dy (ve,...,v5 1,0 = Uu,V3)
también es un ciclo de D. Si N™(u) = N~ (v) entonces (u = uj,ua,..., Up—1,U = U1)
es un ciclo de D y (v = wvi,v9,...,v5_1,v = v1) es un ciclo de D. De lo anterior se
sigue que D(V(T1)) y D(V(T»)) no son aciclicas y en consecuencia T,, = (). Por lo tanto,
P(D;\) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; \). O

3.4. Propiedades del polinomio dicromético

Los coeficientes del polinomio dicromético P(D; ) de una digrafica D cumplen algunas
propiedades similares a los de los coeficientes del polinomio croméatico P(G; A) de una grafica
G, en el siguiente teorema se presentan algunas de esas propiedades.

Teorema 16. Si D es una digrafica de orden n con g flechas simétricas, entonces el poli-
nomio dicroméatico P(D;\) de D es un polinomio de grado n que satisface las siguientes
propiedades

(i) El coeficiente de A" es 1.
(i) El coeficiente de A"~ ! es —q.
(iii) El término independiente es 0.

Demostracion. Realizamos la prueba por induccion sobre el niimero de flechas asimétricas.

Sea p el namero de flechas asimétricas de D. Si p = 0, entonces D es una digrafica
simétrica y por el teorema 5, P(D; \) satisface todas las propiedades.

Supongamos que el polinomio dicroméatico P(D’; \) de toda digrafica D’ de orden n'
con a los méas p — 1 flechas asimétricas y ¢’ flechas simétricas es un polinomio de grado n’
y que ademas satisface las propiedades (i), (ii) y (iii).
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Sea D una digrafica de orden n con p flechas asimétricas, ¢ flechas simétricas y sea uv
una flecha asimétrica de D. Observemos lo siguiente:

Observacion 1. La digrafica D + {vu} es una digrafica de orden n que tiene p — 1
flechas asimétricas y g+ 1 flechas simétricas. Aplicando la hipotesis de induccion a D+ {vu}
tenemos que

P(D + {vu}; N) = apn A" + @ A"+ an oA 2 .+ a1\ + ao,

y ademas se satisface que P(D + {vu};\) es un polinomio de grado n, a, =1, a9 =0y
an-1=—(¢+1)=—-g—1.

Observacion 2. La digrafica D/{u,v} es una digrafica de orden n — 1 que tiene a lo

més p — 1 flechas asimétricas. Aplicando la hipotesis de inducciéon a D/{u,v} obtenemos
que

P(D/{u,v};N) = by A" 4 by o N2 4 by 3N L by + by,
También se cumple que P(D/{u,v}; ) es un polinomio de gradon — 1, b,—1 =1y by = 0.
Observacion 3. Para todo R} con 1 < i <[ se cumple que D/R} es una digrafica de

orden a lo mas n — 2 y tiene a lo mas p — 2 flechas asimétricas. Si n; es el orden de D/RY,
entonces por hipotesis de induccién se sigue que

P(D/R}; ) = dp, "™ + dp, i A" 4 dp, oA T2 4 dp, gAML dy N+ d,
donde P(D/R};\) es un polinomio de grado a lo mas n — 2y dyp = 0. Esto implica que
l
> _P(D/R;N)
i=1
es un polinomio de grado a lo més n — 2 cuyo término independiente es igual a cero, por lo
tanto lo podemos expresar de la siguiente manera:

l
D> P(D/Rj;A) = dd® + de i A do oA 4L+ di )+ do,
=1

conl <s<n-—-2ydy=0.
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Utilizando el teorema 15 y las tres observaciones anteriores se tiene lo siguiente:

l
P(D; ) = P(D + {vu}; A) + P(D/{u,v};\) + >_ P(D/R}; ))
=1

= (@ AN + A I A" b an oA )+ ag)+

(b A A" 4 b o N2 4 by 3NV b\ b))+

doA® + dg i N+ de o X2+ di)\ + do
= ap A"+ (A A" Dy AT 4 (Ao N2 by oA

vt (@A F b A+ diA) + (ap + by + dp)
= ap A"+ (Gn_1 + b )N+ 4 (ag 4 by + di)N + (ag + bo + do).

Ademaés se cumple que P(D;\) es un polinomio de grado n, a, = 1, ap—1 + bp—1 =
—(q+1)+1:—qyao+bo+d0:0. O

Al igual que en gréficas, el coeficiente del término lineal del polinomio dicromético
P(D; )\) de una digrafica D nos proporciona informacién sobre la conexidad de D.

Teorema 17. Sea D una digrafica. Si el coeficiente de A en P(D;\) es distinto de cero,
entonces D es fuerte.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que el coeficiente del término lineal de P(D;\) es
distinto de cero y supongamos por contradiccion que D no es fuerte. Sean D1, Do, ..., Dy
las componentes fuertes de D, donde k > 2. Por el teorema 11, P(D; \) = Hle P(Dj; \).
Observe que cada P(D;; \) es divisible por ), en consecuencia P(D; \) es divisible por A\? y
esto implica que el término lineal de P(D;\) es igual a cero, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, D es fuerte. O

La figura 3.5 muestra que el reciproco del teorema 17 no es cierto, pues la digrafica Dy
es fuerte pero el coeficiente lineal de su polinomio dicromatico es cero. Ademas, en general,
el polinomio dicroméatico tampoco proporciona informacién sobre si la digrafica es fuerte o
conexa, pues las tres digréficas de la figura 3.5 tienen el mismo polinomio y una es fuerte,
la otra solamente es conexa y la otra no es conexa.

El polinomio dicromatico P(D;\) de una digrafica D también puede ser expresado en
términos de los polinomios dicromaticos de las digraficas inducidas por los vértices de los
bloques de la grafica UG(D).

Teorema 18. Sea D una digrafica tal que UG(D) es una grafica conexa con r > 2 bloques.
Si By, Bs, ..., B, son los bloques de UG (D), entonces

" P(Dg; A
p(D: ) = L= DOEA),

donde D; = D(V(B;)) para todo i € {1,2,...,7}.
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|

Figura 3.5: P(D1;\) = P(D2;\) = P(D3;\) = A\* — \2.

D1 D2 D3

Demostracion. Realizamos la prueba por induccién sobre 7.
Sir = 2, sean By y By los bloques de UG(D). Sean D; = D(V(B;)) con i € {1,2} y
v € V(B1)NV(B2). El ntimero de A-coloraciones en las que el vértice v tiene el color j para

P(Dq; A
todo j € {1,2,...,A} es igual a P(Di; )

P(Da; \)
A

. Por lo que toda A-coloracién de Dq se puede

extender de maneras distintas a D y por lo tanto

P(Di; \)P(D2; \)
A

P(D;)\) = .
Supongamos que toda digrafica H cuya grafica UG(H) es conexa con r — 1 bloques satisface

que
12 P(H; )

P(H;\) = o2
donde H; = D(V(B;)) y B; es un bloque de UG(H) para todo i € {1,2...,r — 1}. Sea D
una digréfica tal que UG(D) es una grafica conexa con r bloques y sean By, Bo, ..., B, los

bloques de UG(D). Supogamos que B, es un bloque final de D y que v € V(B,;) es un vértice
de corte de UG(D). Sea D' = D(U/Z}V(B;)). Observe que UG(D') es una gréfica conexa
con r — 1 bloques, los cuales son By, Bs, ..., B,_1. Aplicando la hipo6tesis de induccién a
D’ se tiene que

_ i P(Dis )

/
P(D',X) 2 ,
donde D; = D(V(B;)) para todo i € {1,2...,r — 1}. Observe que toda A-coloracion de D’
P(Dy; A
puede ser extendida a D de (/\T’) maneras diferentes. Por lo tanto,

P(D::N) _ Ty P(Di )

. — /-
P(D;}) = P(D';\) =] =




Capitulo 4

Dicromaticidad

Al igual que en graficas, nos podemos preguntar si una digrafica D estd completamente
determinada por su polinomio dicromatico. En esta seccién extendemos los conceptos de
equivalencia y unicidad cromatica a digréficas.

4.1. Equivalencia dicromatica

Definicion 9. Dos digraficas Dy y Dy son dicromdticamente equivalentes si P(Dy; \) =
P(Dgy; A).

Observe que si dos digréaficas son dicromaticamente equivalentes entonces deben tener
el mismo orden y el mismo nimero dicromatico. Como consecuencia del teorema 18, si
las digraficas inducidas por los bloques de UG(D) de una digrafica D son las mismas
digraficas inducidas por los bloques de UG(D’) de una digréafica D’, entonces D y D’ son
dicrométicamente equivalentes. El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién 4.

Corolario 9. Cualesquiera dos digraficas aciclicas del mismo orden son dicromaticamente
equivalentes.

Antes de demostrar que las digraficas de circunferencia dos con el mismo orden y con
el mismo numero de flechas simétricas son dicromaticamente equivalentes, probaremos dos
resultados previos que seran de gran utilidad.

Teorema 19. Sea D una digrafica. Si wv es una flecha de D que no pertenece a ningtn
ciclo, entonces P(D;\) = P(D — {uv}; \).

Demostracion. Sea uv una flecha de D que no pertenece a ningiin ciclo. Basta con demos-
trar lo siguiente: I' es una A-coloracion de D siy sélo si I' es una A-coloracion de D — {uv}.

Como D — {uv} es una subdigrafica propia de D, entonces toda A-coloraciéon de D es
una A-coloracion de D — {uv}. Ahora, sea I' una A-coloracion de D — {uv} y supongamos



34 CAPITULO 4. DICROMATICIDAD

por contradiccion que I' no es una A-coloracién de D. Al aplicar I' a los vértices de D se
orma un ciclo monocromatico en esto implica que uv es una flecha de o cual es
f 1 tico C' en D, esto impl flecha de C, 1o cual

una contradiccién, pues por hipoétesis uv no pertenece a ningtn ciclo de D. Por lo tanto, I'
tiene que ser una A-coloracion de Dy P(D;\) = P(D — {uv}, ). O

Corolario 10. Sea D una digrafica. Si S es el subconjunto de las flechas de D que no
pertenecen a ningun ciclo de D, entonces P(D,\) = P(D — S; \).

Teorema 20. Sea D una digrafica de orden n con g flechas simétricas. Si D es una digrafica
de circunferencia dos, entonces P(D;\) = A" 9(\ — 1)7.

Demostracion. Sea, D una digrafica de circunferencia dos con ¢ flechas simétricas, ob-
serve que si uv es una flecha asimétrica de D, entonces uv no pertenece a ningtn ciclo
de D. Sea S el conjunto de flechas asimétricas de D, por el corolario 10 se sigue que
P(D;)\) = P(D — S;\). Considere D' = D — S, note que la digrafica D’ es una digrafica
que solamente tiene flechas simétricas y ademéas es un bosque con n vértices y ¢ flechas
simétricas. Ahora, supongamos que D’ tiene k componentes fuertes y sean D1, Do, ..., Dy
tales componentes fuertes. Para cada i € {1,2...,k} consideremos que D; tiene n; vértices
v q; flechas simétricas, de esto se sigue que

k k

Como cada componente conexa D; es un arbol de orden n; y tamafo ¢; entonces ¢; = n; — 1,
utilizando esta propiedad y las dos igualdades anteriores se tiene que

k k
QZZQiZZm—lzn—kz
i=1 i=1
De las igualdades previas se obtiene que ¢ = n — k y k = n — ¢, ademas por el teorema 7
sabemos que P(D’,\) = A*(A —1)"7*. Por lo tanto,
P(D;)\) = P(D";\) = AF(A — 1)k = \n=9(\ — 1)4.
O

Corolario 11. Cualesquiera dos digréficas de circunferencia dos con el mismo orden y el
mismo nimero de flechas simétricas son dicromaticamente equivalentes.

— —
__}SegCn = (up,ug,...,up,u1) y Cp = (v1,v2,...,0m,v1) dos ciclos, denotamos por
(Cpo Cm)ui:vj a la digréfica que se obtiene de identificar el vértice u; con el vértice v;. En
-
la figura 4.1 se muestra (C3 0 Cy)yy =y, -

En el siguiente teorema considere las sumas médulo n o médulo m segtn sea el caso.
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U1 V2 u3 V2

o —> 0 [ ] L

AT

[ ) [ ] [ ) o [ )
uy v v3 U

2 4 _, U3 2

C3 Cy

u3

—
Teorema 21. Si Cp, = (up,u1,...,Up—1,u9) Y Crm = (V0,01,...,Um—-1,v9) son dos ciclos,
. it 2y
entonces las digraficas (Cp, o Cp)u;=v;» (Cn © Cr)us=v; + {tim1vj41} ¥ (Cn 0 Crp)uy=o; +
{vj—1ui41} son dicromaticamente equivalentes.

5 —
Demostracion. Como (Cyp, 0 Cp,)y,=v; €s una subdigréifica propia de Dy = (Cp 0 Cpn )y;=v; +

- —
{ui—1,vj11} y D2 = (O 0 Crp)uy=v; + {tiy1,vj-1} entonces toda A-coloracion de Dy y Da
. —
es una A-coloracion de (Cy, 0 Cyp )u;=o, -
—

Sea I' una A-coloracion de (C), o C’m)ui:vj. Ahora, observe que los tnicos ciclos de
Dy son Gy, Cpy vy F1 = (Uim1,Vj415---,Vj—1,Vj = Uj, Uit1,...,Uj—1) y los Gnicos ciclos
de Dy son Cp, Cpy y Fo = (Vj—1,Uig1, ..., Uim1, Ui = Vj,Vj41,...,0j—1). Dado que I' es
una A-coloracion de (C,, o Cm)u;=v; entonces Cy y Cp, no son monocromaticos bajo T'.

— b — o
Como V(Cp) UV (Cy) C V(F) y V(C,) UV(Cy) C V(Fy), entoncesﬂ y Fy no son
monocromaticos bajo I', lo cual implica que toda A-coloracion de (C, o Cm)u;=v; €8 una

A-coloracion de Dy y Ds. Por lo tanto, (C), o Cm)ui:vj, D1 y Dy tienen el mismo polinomio
dicromético y en consecuencia son dicromaticamente equivalentes. O

4.2. Unicidad dicromaética
Definiciéon 10. Una digrafica D es dicromdticamente unica si P(D;\) = P(D’; \) implica
que D = D'

Si una digrafica D es dicromaticamente tunica, entonces UG(D) tiene a lo més dos

bloques. Note que si D es dicromaticamente tinica, entonces D =
Teorema 22. El ciclo (), es dicrométicamente tinico.

%
Demostracion. Sean > 2y supongamos por contradiccion que existe una digrafica D 2 C,
de orden n tal que P(D;\) = A" — A. Por el teorema 17, D tiene que ser fuerte y tiene
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al menos un ciclo. Si n = 2, entonces D = @ , lo cual es una contradiccién y por lo tanto
podemos suponer que n > 3. Sea C}, un ciclo de longitud el cuello de D. Si kK = n entonces
D = C, y otra vez obtenemos un contradiccién. Si k = 2, entonces D tiene al menos una
flecha simétrica y por el inciso (ii) del teorema 16, P(D;\) # A" — A.

Ahora, supongamos que 2 < k < n. Observe que existen A coloraciones que hacen que a
sea monocroméatico. Dado que k£ < n, toda coloracién que hace que a sea monocromatico
se puede extender a todo D de A% maneras distintas, lo cual implica que existen \*~*+1
coloraciones de D que hacen que a sea monocromatico. En consecuencia para todo A > 2
se cumple que

P(D;\) < AT — AL o\
_>
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, si P(D;\) = A" — A entonces D = C),. O

Por el teorema 9, el ciclo C, es croméaticamente tnico para todo n > 2, pero aplicando la
proposicion 5 es facil ver que para toda n > 4 y para cualquier par de vértices v;, v; € V(D)
no adyacentes, las digraficas C,, + {v;vj} y C, tienen el mismo polinomio dicromético. Por
lo tanto, C,, no es dicromaticamente tinico para todo n > 4. Y como consecuencia se tiene
que el que una grafica de sea cromaticamente tnica no implica que sea dicroméaticamente
dnica.

Sea m > 2, denotamos por Z,, el grupo ciclico de los enteros médulo m. Sea J un
subcojunto no vacio de Z,, \ {0} con la propiedad de que si j € J entonces —j ¢ J. Una
digrafica circulante, denotada por C,,(J), es definida como la digrafica cuyo conjunto de
vértices es V(Cp,(J)) = Zp, y cuyo conjunto de flechas es A(Cy(J)) ={(4,j) : j —i € J}.
Un hecho conocido es que C'5(1,2) es el tnico torneo regular de orden cinco que tiene 5
triangulos (ver [6]). En el apéndice A calculamos el polinomio dicromatico de 85(1, 2) el
cual es

P(C5(1,2);3) = A% — 50% £ 5A2 — A,

— =
Denotamos por Cs 1 Cy4 a la digrafica que consta de 5 vértices, 6 flechas, un 4—ciclo y
un 3-ciclo tal que que ambos ciclos solamente comparten una flecha.

Teorema 23. El torneo regular 85(1, 2) es dicromaticamente tnico.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que D 2 85(1, 2) es una digrafica con po-
linomio dicromético P(D;\) = A\> — 5A3 4+ 5X2 — \. Por los teoremas 16 y 17, D es una
digrafica fuerte y asimétrica de orden 5. Sea V(D) = {wp,v1,v2,v3,v4}. Si D tiene cinco
tridAngulos, entonces D =2 85(1, 2), y en consecuencia podemos suponer que D tiene a lo
més cuatro tridangulos. Consideremos los siguientes tres casos de acuerdo a las longitudes
de los ciclos inducidos de D.

Caso 1. Todo ciclo inducido de D es un tridngulo.
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Sea t el namero de tridngulos de D y sea A un entero positivo. Para determinar P(D; \)
usamos el principio de inclusién-exclusion, ademéas solamente consideramos coloraciones
con a lo méas X colores. Observe que toda coloracion de Cig que lo hace monocromaético se
puede extender de A maneras distintas a todo D, lo cual implica que a los mas existen t\>
coloraciones de D con al menos un tridngulo monocromatico.

Si D tiene por lo menos dos triangulos, sean Fy y Fy dos tridngulos de D. Note que
toda coloracién que hace a F; monocromatico se puede extender a todo D al menos de
una manera de tal forma que F} sea el tnico tridngulo monocromético de D o que Fy y Fb
sean los tnicos tridngulos monocromaticos de D y en consecuencia al menos existen (;))\
coloraciones con a lo més dos tridngulos monocromaticos.

Ahora, note que si una digrafica asimétrica tiene al menos tres tridngulos, entonces
tiene por lo menos cinco vértices. Si una coloraciéon de D tiene al menos tres tridangulos
monocromaticos, entonces D es monocromatica, lo cual implica que existen exactamente A
coloraciones con al menos tres o cuatro tridngulos monocrométicos. Por lo tanto, para todo
A > 2 podemos acotar P(D;\) de la siguiente manera:

A5 — A3 4 () si t€{1,2,4},

M=t ()A—A si t=3. (4.1)

P(D;A) 2{

Resolviendo la desigualdad anterior para cada ¢t € {1,2,3,4} obtenemos las siguientes so-
luciones

t 1 2 3 4
A [1/4,1] | [2/3,1] | [1,3/2] | no es un ntumero real

En cualquier caso A < 2 0o A ¢ Z, lo cual es una contradiccion, pues dc(D) = 2.
Caso 2. Todo ciclo inducido de D tiene longitud al menos cuatro.

a) Supongamos que D es hamiltoniana. Sin pérdida de generalidad asumamos que
VU1V2U3V4vg es un ciclo hamiltoniano de D. Dado que D no tiene tridngulos, D no puede
tener cuerdas del tipo v;v;_2 para todo i € {01,2,3,4} (considere las sumas modulo 5),
pues de lo contrario D tendria tridngulos de la forma v;v;_ov;_1v;. Tampoco D puede tener
dos cuerdas del tipo v;v;42 ¥ vjvj42 donde j =i+2 (méd 5) ya que de lo contrario tendria
tridngulos de la forma v;v;12v;v; or v;vjvj42v;. Por lo tanto, el ciclo hamiltoniano solamente
puede tener una cuerda del tipo v;v;+2 0 dos cuerdas del tipo v;v;12 ¥ Vi+1Viy3.

Observe que si D tuviera dos cuerdas del tipo v;v;1+2 ¥ v;41v43, entonces al agregar
cualquier otra cuerda se formaria un tridngulo. De la observacién anterior se deduce que D
no puede tener mas de dos cuerdas. Por lo tanto hay tres posibles digraficas (salvo isomor-

fismos) cuyos ciclos inducidos tienen al menos longitud cuatro, tales digraficas son 85, 5
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y 8;*, donde 8’5 es un 5-ciclo con una cuerda de la forma v;v;;2 y 8;* es un ciclo con dos
cuerdas de la forma v;v; 12 ¥ vj4-1Vi43.

Por los teoremas 10 y 6, P(85; A=\ -y P(Bg; A) = A% — A3, ademas P(ﬁg*; A) =
A5 —2X2 4 X (ver inciso a) del apéndice B). Por lo tanto los polinomios dicromaticos de
Ey 8’5* son distintos de P(Z’>5(1, 2);A) = N> —5A3+5X2 -\, lo cual es una contradiccion.

b) Supongamos que D no es hamiltoniana. Sea vyv1v2v3vp un ciclo inducido de longitud
cuatro. Dado que D es fuerte, D tiene una flecha de la forma v;vs con i € {0,1,2,3,4}. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que vgvy € F(D). Observe que si vqv1,v4v3 € V(D)
entonces vyv4v1U2v3Yy es un ciclo de D y vyv3vgvy es hamiltoniana, contradiciendo que D
no es hamiltoniana y que D no tiene triangulos, lo cual implica que v4vy € A(D). Anélo-
gamente, si vivg, v3vy € V (D), entonces v1v4v2v3v9v2 es un ciclo de D y v3v4vv3 €s un
tridngulo de D, obteniendo nuevamente una contradiccion.

Por lo tanto D esta tnicamente determinada (salvo isomorfismos) por el ciclo voviv2v3v0
y las flechas vgvy y v4v2. Aplicando el teorema 15, P(D;\) = X5 — 2A% 4+ X\ (ver inciso b)
del apéndice B), lo cual es una contradiccion.

Caso 3. La digrafica D tiene tanto 3-ciclos inducidos como 4-ciclos inducidos. Sin pér-
dida de generalidad suponga que C's = wvguivavg es un 3-ciclo. Dado que D tiene tanto
3-ciclos inducidos como 4-ciclos inducidos, C'3 solamente comparte una flecha con el 4-ciclo
de D. Ahora, suponga que C'y = v1v9v3v4v1. Observe que 334 no puede tener cuerdas, lo
cual implica que D solamente puede tener cuerdas de la forma vov; 0 Vvy con i € {2,3}.

En este caso obtenemos que |F(D)| € {6,7,8}, ademés Cg 0 04 es una subdigrafica de D.

— = — =
Si |F(D)| = 6, entonces D =2 C3 T Cy con P(C5 1 Cy; A) = A% — A3 =22+ X (ver inciso c)
del apéndice B), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto |F(D)| € {7,8}. Consideremos
los siguientes dos subcasos:

a) Suponga que |F(D)| = 7. Si |F( J % entonces D es isormorfa a alguna de las
siguientes digraficas: C5 1 Cy + {vov;} 0 C5 1 Cy + {vlvo} donde i € {3,4}. En el inciso c)
del apéndice B demostramos que P(D;\) = A% — A3 — A2 + )\ y obtenemos nuevamente una

contradiccién.

b) Suponga que |F(D)| = 8. Si |F(D)| = 8, entonces D es isomorfa a alguna de
las siguientes digraficas: C3 1T Cy + {vovs,vovsa}, C3 7T C4 + {v3vo,v4v0} O Cg T C4 +
{vovi, vjve}, con {i,7} = {3,4}. En el inciso d) del apendlce B demostramos que P(Cs 1
a + {vovs, vav0}; A) = A5 — 203 — A2 £ 2\ y si D 2 C’3 0 C4 + {wovs, vaup} entonces
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P(D;)\) = X5 — X3 — A2 + X (ver inciso c) del apéndice B) y en ambos casos obtenemos una
contradiccion.

Por lo tanto 85(1, 2) es dicromaticamente tnico. O

Sea p un namero primo tal que p =3 (mdd 4) y n € N. El torneo de Paley, denotado
por QQRpn, es el torneo cuyo conjunto de vértices es el conjunto de elementos del campo de
galois GF(p"™) y i — j siy solo si j — i es un residuo cuadratico de GF(p™). En la figura
4.2 se muestra el torneo de paley QR7.

En 1994 V. Neumann-Lara demostré lo siguiente.
Teorema 24. [8] El torneo de Paley QR es el tnico torneo 4-dicromatico de orden 11.
Como consecuencia inmediata se tiene lo siguiente.

Teorema 25. El torneo de Paley Q R1; es dicromaticamente tinico.
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Conclusiones

Uno de los objetivos principales de este trabajo fue proporcionar una férmula recursiva
para calcular el polinomio dicromético de una digrafica. En el teorema 15 del capitulo 3 se
presentoé la siguiente férmula

l
P(D;\) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; \) + ZP(D/R:; A,

=1

donde u,v € V(D) es un par de vértices asimétricos y R} es el conjunto de vértices de-
finido en 3.3 para todo i € {1,2...,¢}. Ademas, se dieron propiedades que satisfacen los
coeficientes del polinomio dicroméatico de una digrafica y probamos que si el coeficiente de
A es distinto de cero, entonces D es fuerte. Sin embargo, no es cierto que si D es fuerte,
entonces el coeficiente del termino lineal es distinto de cero. A continuacién se enlistan
algunos problemas abiertos sobre el polinomio dicroméatico de una digrafica.

Problema 1. Encontrar méas propiedades de los coeficientes del polinomio dicromético de
una digrafica.

Problema 2. Estudiar las raices del polinomio dicromético de una digrafica D, asi como
deducir propiedades de la digrafica D a partir de la existencia de ciertas raices de su
polinomio dicromatico.

En el capitulo 4 presentamos los conceptos equivalencia dicromética y unicidad dicromé-
tica en digréficas, los cuales son generalizaciones de los conceptos de equivalencia cromatica
y unicidad cromaética en graficas. Probamos que el ciclo C,, es dicrométicamente tinico para
todo n > 2. La curiosidad nos llevo a preguntarnos si existian otras digraficas diferentes del
ciclo C—>'n que fueran dicromaticamente tinicas. La respuesta es afirmativa, pues demostramos
que el torneo C'5(1,2) y el torneo de Paley QR;; son dicromaticamente tnicos. Ademaés, se
dieron algunas condiciones que debe cumplir una digrafica para ser dicroméaticamente tnica.

V. Neumann-Lara [8] defini6 los torneos W, Wy y W1 y demostro el siguiente teorema.

Teorema 26. [8] Salvo isomorfismos, QRy, W, Wy y Wi son los tnicos torneos 3-dicroméaticos
de orden 7.
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Los torneos QR7, W y Wy son los tnicos tres torneos regulares de orden 7 (ver [5]).
Observe que Wi no es regular.

Conjetura 2. El torneo Wj es dicromaticamente tinico.
Problema 3. ;Los torneos QR7, W y Wy son dicroméaticamente tinicos?

Problema 4. Caracterizar aquellas digraficas D tales que en cada paso de la férmula
recursiva del teorema 15 existe una par de vértices no simétricos u y v que satisfacen

P(D;\) = P(D + {uv,vu}; \) + P(D/{u,v}; ). (4.2)

Para el torneo regular 85(1,2) existe una sucesion de pasos tales que se obtiene la
formula 4.2 (ver inciso a) del apéndice). Sin embargo, para el torneo de Paley Q R7 no existe
una flecha para la que se obtenga la formula 4.2 (ver figura 4.2). Ademas, si el conjunto de
flechas asimétricas de una una digrafica D es la orientaciéon de un bosque, entonces existe
una secuencia de pasos para los que la férmula del teorema 15 es de la forma de la ecuaciéon

&Y

Figura 4.2: Torneo de Paley QRy.




Apéndice A

_>
En este apéndice calculamos el polinomio dicromético de C5(1,2). Considere el dibujo

de C_>'5(1, 2) de la figura 4.3.
vy
[ ]
) .//4 \\. .

V3 @ <«— e U2

_>
Figura 4.3: Torneo regular C5(1,2).
Considere las siguientes digréficas

Do = C5(1,2) + {vive} y Dy = C5(1,2)/{vo, w1},
Dy =Dy + {’L}Q’Ul} y Dll = DQ/{’Ul,’Ug},
D2 = D1 + {1)3’[)2} y D/2 = Dl/{vg,vg},
D3 =Dy + {’U41)3} y Dé = DQ/{’Ug,’U4},
Dy = D3+ {1)0’1)4} y Dﬁl = D3/{’U4, ’U()}.

Observe que para toda (v;v;4+1)-trayectoria T' (considere la sumas modulo 5), donde
0 <i <4, D(V(T)) no es aciclica. Ademas, note que las flechas v;v; 1 son las tnicas
flechas simétricas de D4. Aplicando el teorema 15 obtenemos que

4
P(C5(1,2);)) = P(Dy; \) + 3 P(Ds \).
1=0
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Ahora, considere las siguientes digréficas

By = D4+ {vavo} v By = Dy/{vo,v2},
By = By + {U37)1} y Bl = Bo/{’ul,vg}
By = By + {vqva} y BY = By /{v2,va},
B3 = By + {vouz} y B = By/{v3, v},
By = Bs + {viv4} y B) = Bs/{v4,v1}.

Observe que para toda (v;v;4+2)-trayectoria T' (considere la sumas modulo 5), donde
0 <i <4, D(V(T)) no es aciclica. Ademés, note que By = K5. Aplicando el teorema 15
obtenemos que

4 4

P(C5(1,2);)) = P(K5; \) + > P(DisA) + S P(BE ).

i=0 i=0

Los polinomios dicrométicos de K5, D} y B} para todo 0 < i < 4 son

P(K5;\) = A —10M\* 43573 — 5002 4 24,
PDy:A) = M2 224\

P(Di;\) = M —2x 4+ )2

P(Dy;A) = M —3X342)2%

P(D4:A) = M —4X3 £50% — 2\

) A
( ) A
( ) A
( ) A
( ) A
P(D4, A= A =53 87 — 4.
(By; ) M4\ £ 507 -2
(B: \) A= BA% 4+ 8% — 4N,
(Bh: \) At — B3 4+ 8% — 4N,
(B4: \) A= B5X3 4 8% — 4.
(Bj: \) A= 6M3 4 1102 — 6.

Utilizando la férmula del teorema 15 el lector puede verificar los polinomios dicroméaticos
de K5, D) y B} para todo 1 <1i < 4. Por lo tanto,

P(G5(1,2) = P %,+ZP )+ > P(BEN)

= X\ —5>\3+5)\2—>\.



Apéndice B

En este apéndice calculamos los polinomios de la demostraciéon del teorema 23.

a) Considere las figuras 4.4, 4.5 y la subdigrafica D({vs,v4}) de 8;* + {vqvs}. Sea T
una coloracion de C'£* 4+ {vqv3}. Observe que I' es una A-coloracion de D({vs,v4}) siy solo
si I' es una A-coloracion de C'F* + {vqvz}. Aplicando la proposiciéon 5 obtenemos que

P(CE + {ogus}: \) = X202 — 0) = A3(A2 — A).

Sea Dy = 8’5*/{1}3,1}4}. Note que toda A-coloracion de la subdigrafica D{{vg,v1,w}) de
Dy + {wva} se puede extender a una A-coloracion de Dy + wvy de A — 1 maneras distintas
y en consecuencia

P(D; + {wva};0) = (A3 = A) (A = 1).

En las figuras 4.4 y 4.5 calculamos el polinomio dicromatico de 8;* y 8;* /{vs, v}
respectivamente.

Vo Vo Vo
/ .\ / .\ .
V4 ® o U1 V4 @ e V] / \
= + w o\ /o (%1
V3 e e U2 V3 e e U2 o U2

P(CE ) P(Ct + {wavsh A) + P(CE/{vs,ua}; )
= A3(AZ = \) + A —2X24
= A5 — 202 .

Figura 4.4: P(ﬁ;*; A).
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D1 U.O
P(D1; \) = PD+ {wvg} A+ P(Di/{va,w}; N

= A=A =1) + A(NZ =)

= M =207 4\
Figura 4.5: ]3(8;*/{’037 va}; A).

b) Considere la digrafica D de la figura 4.6 y sea I' una coloracion de 8;* Observe

que I' es una A-coloraciéon de D si y solo si I' es una A-coloraciéon de 8;* Por lo tanto,
aplicando la proposiciéon 5 obtenemos que

P(D; ) = X5 P(CE, \) = P(CE*, 2

V) @ «— o0 VU1

Figura 4.6: Digrafica D del inciso b).
Sea C el siguiente conjunto de digraficas

{03 1T 04, Cg T 04 + {’U(ﬂh} 03 1T 04 + {Uzvo}
s T Ch+ {vovs, vova}, C3 T Cy + {v3vo, vavg}, C3 1 Cy + {vsvo, vova}},

— =
con i € {3,4}. Observe que toda digrafica que pertenece a C es isomorfa a Cs 1 Cy o tiene
como subgréfica propia a C3 T C4. En la figura 4.7 se presentan todas las digréificas que
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— =
pertenecen a C y también se presenta la digrafica Cs T Cy + {vovs, v4vp}. Sea D € C y sea
I" una coloraciéon de D. Observe que I' es una A-coloraciéon de C3 1T Cy si y s6lo si I' es una
A-coloracion de D. Aplicando la proposicién 5, obtenemos que

P(D; ) = X" P(Cy 1 i A) = P(C 1 T \).

Vi@oe———— 0 V3

— =
C3 1 Cy + {v3vo}

Vi @«—o0 U3

— =
C3 1 C4 + {vsvo, vavo}

Vi @e—o0 U3

— =
C3 1 Cy + {vovz}

Vo

Vie«———0 U3

— =
C3 1 Cy + {vovs}

Vo

Vi @e—o U3

— =
C3 1 C4 + {vova, v3vo}

Vo

AN

V1 e e U2

Vi @«—o0 U3

—
C3 1 Cy + {vavo}

Vo
°

YAANN

UVl e e U2

Vioe——0 VU3

— =
C3 1 C4 + {vovs, vova}

o

V4 @«—e0 U3

—
C3 1 C4 + {vovs, vavo}

- =
Figura 4.7: Digraficas en C y C3 T Cy + {vovs, v4v0}.

— =

c_)> Enji figura 4.8 se calcula el polinomio dicromatico de C3 1 Cy4. Sea I' una coloracién
(Le Cs L Cy + {vav1}. Observe que I' es una A-coloracion gs la subdigrafica D({vivs}) de
C3 1 Cy + {vgu1} si y solo si I' es una A-coloracion de Cs5 T Cy + {vav1}. Aplicando la
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proposicién 5, obtenemos que

P(C_g T C_>'4 + {vgu1 13 0) = MP2(0 = A) = A0 — AL

Vo Vo Vo
/'\ /'\ X
V] @e— >0 U2 V1 o e U2 ()
: + /w \
V4 @ «— 0 U3 V4 @—o0 U3 Vi @— o0 U3
—- = — = - =
P(C3 1 Cq;\) = P(C3 1 Cyq + {vav1}; ) +  P(C31Ca/{vi,v2}; )
= A5 — )4 + w

A

= A5 =A% —AZ 4
— =
Figura 4.8: P(C3 1 Cy; A).

d) En la figura 4.9 se calcula el polinomio dicroméatico de Dy = C_’>3 T C_’4> + {wovs, v4vo}.
Definamos la subdigrafica propia Ds de D1 +{vav1 } como Dy = Dy —{vaug, vov1, V203, V401 }.
Note que Dy consta de dos componentes fuertes, a saber un 2-ciclo y un 3-ciclo. Aplicando
el teorema 11 obtenemos que

P(Dg;A) = (A =X (A = 2) = 2 = AT = X% 432

Ahora, sea I' una coloracion de D1, observe que I' es una A-coloracién de Do si y s6lo si I’
es una A-coloraciéon de Dp. Aplicando la proposiciéon 5 tenemos que

P(Dy + {vav1 };0) = AP5P(Da; A) = A — M — A3 4 \2

Ahora, sea D3 = D1 /{v1,v2}. Definamos la subdigrafica propia Dy de D3+ {v4v3} como
Dy = (V(D), Fy) donde Fy = {vow, wvg, v3v4,v4v3}. Note que Dy solamente consta de dos
componentes fuertes, a saber dos 2-ciclos. Aplicando el teorema 11 obtenemos que

P(DgA) = (A2 =02 =21 =223 )22

Sea I' una coloracién de Ds, observe que I' es una A-coloracién de Dy si y s6lo si I' es una
A-coloracion de Ds. Aplicando la proposicion 5 tenemos que

P(Dg + {114’1)3}; )\) = )\4_4P(D4; )\) = /\4 — 2)\3 + )\2_

En la figura 4.10 calculamos el polinomio dicromatico de Ds.
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o
o U3 o U3 U4o/ o U3
P(Dy; A = D1+{v2v1}>\ + P(Di/{v1, 02} )

= AN Mo 42 4+ Mo —2)2 42
= A -2X3 - %742
— =
Figura 4.9: P(C3 1 Cj + {vovs, vavp}; A).

A § /R

e U3

P(D3; )\) = D3 + {U4U3} /\ + D3/{?)3,U4} /\

V4 @

= M 203+ 4+ A3 -3X24+2)
= M- —222 120
Figura 4.10: P(Dy/{v1,v2}; N).
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