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Prefacio

El presente manuscrito es una compilacién de las notas del curso de Ecuaciones
Diferenciales Parciales para estudiantes del séptimo trimestre de la licenciatura
en Matematicas Aplicadas que el autor ha impartido durante los tltimos afios
en la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Cuajimalpa. El contenido
estd basado en gran medida en el programa de la UEA respectiva; haciendo
énfasis en la ecuacién de segundo orden lineal para funciones de dos o mas
variables. Se presenta la clasificacién de éstas empleando su analogia con
las formas cuadraticas y se estudian los ejemplos clasicos de la Ecuacién de
Calor (tipo parabélico), la Ecuacién de Onda ( tipo hiperbélico) y la Ecuaciéon
de Laplace (tipo eliptico). El tratamiento de cada problema se presenta, en
los distintos capitulos, para varios conjuntos de condiciones e inclusive se
encuentran soluciones generales en ausencia de condiciones. En particular, se
consideran condiciones de frontera tipo Dirichlet, Neumann, Robin y mixtas;
y en el caso de ecuaciones dependientes del tiempo también se considera
el problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Ademas de estos
problemas clasicos, se ha incluido la ecuacién de onda de Schrodinger y se ha
resuelto el problema de la particula cudntica dentro de una caja.

Hasta donde ha sido posible se ha discutido la interpretacién fisica de los
problemas y sus soluciones. Por ejemplo, la ecuacion de onda unidimensional
se ha interpretado en términos de la cuerda vibrante. Las condiciones de
frontera tipo Dirichlet homogéneas en este caso corresponden a la cuerda
con extremos fijos mientras que las condiciones de frontera tipo Neumann
homogéneas corresponden a extremos libres. Ademds de las soluciones
generales, se han considerado ejemplos particulares que involucran no sélo
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las funciones usuales del calculo sino también funciones generalizadas como
la delta de Dirac. Al respecto, se incluye una seccién dedicada a discutir
las propiedades fundamentales de la delta y algunas formas en las que se le
encuentra. Méas tépicos preliminares se introducen en el primer capitulo; entre
ellos un método para calcular integrales empleando derivadas de funciones
definidas como integrales que dependen de un parametro, series de Fourier en
una y mas dimensiones, y operadores lineales.

Entre los capitulos segundo y cuarto se proponen y resuelven un nimero
considerable de problemas utilizando dos métodos generales: uno es el método
de separacién de variables y el otro es la técnica de transformadas integrales.
Esta dltima se introduce de manera general, pero se hace especial énfasis en la
transformada de Fourier. El otro método, igualmente general, lo designamos
método de cambio de variables. En este contexto lo empleamos tanto para
simplificar ecuaciones como para reducir problemas a otros conocidos, y
motivamos la utilizacion tanto de transformaciones lineales como no lineales.
Un problema de interés que se resuelve facilmente por este método es la
propagaciéon de ondas esféricas. Otra simplificacién ttil se obtiene en la
ecuacién de segundo orden lineal con coeficientes constantes cuando se aplica
una rotacién; y esta ecuacion se reduce ain mdas mediante transformaciones
no lineales. En el capitulo quinto se abordan problemas mds generales
como aquellos en geometrias no rectangulares, problemas con condiciones de
frontera generales, y ecuaciones no homogéneas. En este tiltimo apartado se
prefiere explotar el método de la transformada de Fourier para determinar las
funciones de Green y a partir de ellas determinar la solucién de las ecuaciones
de onda y calor no homogéneas, asi como la solucién de la ecuacién de Poisson.
El dltimo problema que se considera es el de mostrar que las ecuaciones de
la electrodindmica cldsica de Maxwell conducen a ecuaciones de onda para
los campos eléctrico y magnético, asi como para el potencial vectorial; y a
ecuaciones de Poisson o de onda para el potencial escalar, dependiendo de la
eleccién de norma.

Con la finalidad de fijar ideas, al término de varios problemas relevantes
se han incluido ejemplos y sugerido ejercicios de practica. M4ds atin, como
altimo capitulo de estas notas se ha propuesto una lista de problemas que

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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van desde ejercicios simples de trigonometria y calculo hasta problemas de
valores iniciales y en la frontera del mismo grado de dificultad que varios
de los estudiados a lo largo de las notas. Algunos de ellos sugieren utilizar
otro método para encontrar un resultado ya obtenido o bien para estudiar
otros problemas de interés. Otros ejercicios sirven de complemento para los
desarrollos intermedios de algunos problemas incluidos, asf que se recomienda
ampliamente resolverlos. Para finalizar, se incluye una lista de referencias que
contiene varios textos en el drea de las Ecuaciones en Derivadas Parciales con
enfoques que van desde el mds operativo hasta el otro extremo riguroso y
formal.

Estas notas no estarfan completas sin un sincero agradecimiento a todos los
estudiantes que han leido las versiones preliminares de este manuscrito y que
me han hecho comentarios respecto a su contenido. Su invaluable ayuda ha
hecho que podamos tener en mano esta version terminada.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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Capitulo 1

Preliminares

De manera andloga a la que se define una ecuacién diferencial ordinaria, una
ecuacién diferencial parcial es una ecuacién que involucra una funcién escalar
u = u(x,t) y sus derivadas parciales. Esto es, una ecuacion diferencial parcial
(EDP) se define como

F(x,t,u, thy, Up, Uxy, Uxt,...) =0 (1.1)

donde F es una funcién escalar con dominio en R". El orden de la ecuacién
es el de la derivada parcial de maximo orden que aparece. En general puede
tenerse una funcioén escalar u = u(x,,...,x,) de tal modo que en la ecuacién
(1.1) aparecen tanto las variables independientes x; como derivadas parciales
de u con respecto a cualesquiera de ellas.

Llamamos solucién de la ecuacién (1.1) a cada funciéon u(x,t) que al ser
sustituida en la ecuacién convierta ésta en una identidad para toda (x,f) en
alguna region del plano x-t. Las ecuaciones diferenciales parciales (1.1), al igual
que las ecuaciones diferenciales ordinarias, pueden tener soluciones generales
u(x,t). Sin embargo, las soluciones generales de las ecuaciones diferenciales
parciales dependen de funciones arbitrarias, y no pueden depender sélo de
constantes arbitrarias. Soluciones particulares se encuentran imponiendo
condiciones. Para las ecuaciones diferenciales parciales del tipo (1.1) se
requieren tanto condiciones iniciales como condiciones de frontera. Una ecuacién
diferencial parcial definida para ciertas condiciones iniciales ( generalmente al

11
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tiempo t = 0) y para condiciones de frontera dadas (generalmente en los
extremos de algtin intervalo 0 < x < /) se denomina el problema de valores
iniciales y valores en la frontera para dicha ecuacién.

1.1 La Ecuacién de Segundo Orden

1.1.1 Forma General

Para una funcién escalar! u(x,t) de clase C?, la forma general de una ecuacién
diferencial parcial de segundo orden es

F(x/ t/ M, uXI ut/ MXX/ uxt/ utt) = 0 (12)
En mads variables se tiene
F(xlr ey X, U, uxlr sty uxnz uxlxlz sty anXn) = 0 (13)

donde la funcién incégnita u(xy, ..., x,) es también escalar de clase C2.

1.1.2 Ecuacién Lineal

Para una funcién escalar u(x,t) de clase C2, la ecuacién diferencial parcial de
segundo orden lineal més general es de la forma

AUyy +2buyr +cup +duy +eur +fu=g (1.4)

donde a, b, ¢, d, e, f y g son funciones de (x,t).

Forma Matricial

En analogfa a las formas cuadraticas en dos variables que se estudian en
geometria, se observa que la ecuacién (1.4) puede escribirse como

(0"Qo+La+flu=g (1.5)

1 Una funcién escalar (de dos o més variables) u se denomina de clase C2 si ella
misma y todas sus derivadas parciales hasta el segundo orden son continuas respecto a
todos sus argumentos. Un resultado importante es que para funciones escalares de clase
C? el orden de la derivacién parcial en todas sus segundas derivadas es irrelevante.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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a b e : IR
donde Q = ( b e > es la matriz simétrica asociada a la parte cuadrética (i.e.

de segundo orden enlas derivadasde u)yL = ( —ax —by+d —bx—ci+e )
la matriz renglén asociada a la parte lineal (i.e. de primer orden en las

derivadas de u). Estamos empleando ademds 9 = ( gx ) con la notacién
t

usual de derivada parcial, dy = 9/9x, y el superindice T denotando la matriz

transpuesta; ie. 9' = ( 9y 9 ).

Clasificacién

Usando la representacién (1.5) y por analogfa con la ecuacién cuadrética
general se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1. La EDP de sequndo orden lineal
(0'Qo+La+flu=g
es de tipo
(i) Elipticosi det(Q) >0
(ii) Hiperbélico si det(Q) < 0
(iii) Parabdlico si det(Q) =0

Noétese que los coeficientes a, b y ¢ que forman Q son, en general, funciones
de (x,t). De este modo, el tipo de la ecuacién puede ser diferente en distintas
regiones del plano x-t.

Ejemplo 1. Determine el tipo de las siguientes EDP de sequndo orden lineales

(i) Ecuacion de calor

Uur = 0(2Mxx/ 0(2 >0
(ii) Ecuacién de onda

Upp = czuxx, >0
(iii) Ecuacién de Laplace

Uxy + Uyy =0

Ecuaciones Diferenciales Parciales



14 Capitulo 1. Preliminares

(iv) Ecuacién Lineal

Solucién. La ecuacién de calor en (i) puede reescribirse como
zxzuxx —u; =0
lo que hace evidente que la matriz Q es en este caso:
a? 0
(5 o)
Luego entonces, det(Q) = 0 y por lo tanto la ecuaciéon de calor es de tipo
parabdlico.

La ecuacién de onda en (ii), andlogamente, puede reescribirse en la forma
c2uxx —uy =0

de donde se sigue que la matriz Q para esta ecuacion es:

2 0
Q:<0—1>

Se tiene entonces que det(Q) = —c? < 0 y por lo tanto la ecuacién de onda es
de tipo hiperbdlico.

La ecuacién de Laplace en (iii) ya estd escrita en la forma
Uyy + Uyy =0

Se tiene entonces que la matriz Q para esta ecuacion es:

() 1)

de donde claramente det(Q) =1 > 0 y por lo tanto la ecuacién de Laplace es
de tipo eliptico.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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Finalmente, para la ecuacion lineal en (iv)

Yuxx + Xty =0

- (3 1)

de donde det(Q) = xy. Se sigue entonces que dicha ecuacién es de tipo
parabélico para xy = 0 (i.e. alo largo de los ejes coordenados ), es de tipo eliptico
para xy > 0 (i.e. enel primeroy tercer cuadrantes ), y es de tipo hiperbdlico para
xy < 0 (i.e. en el segundo y cuarto cuadrantes ).

se tiene la matriz

1.1.3 Problemas Asociados

Llamamos problema a la ecuacién diferencial parcial junto con un conjunto de
condiciones dadas. Suponiendo una ecuacién de la forma:

F(x/ t/ u/ Z’lJC/ Mt, MXX/ uxt/ utf) = 0 (16)

i.e. una EDP de segundo orden en dos variables, se definen los distintos
problemas.

Problema de Cauchy

Este problema se conoce también como problema de valores iniciales. Dado el
cardcter de segundo orden en las derivadas respecto al tiempo t de (1.6), son
necesarias dos condiciones sobre la solucién u(x, t). Estas son

u(x,0) = §(x) (17)
i (x,0) = () (18)

donde ¢ y ¢ son funciones dadas en el intervalo de interés, y se ha elegido el
tiempo inicial t = 0.

Noétese que si en la EDP el orden mayor de la derivada respecto a f fuese N,
entonces serfan necesarias las derivadas parciales de u respecto a t desde el
orden 0 hastael N —1 evaluadas al tiempo t = 0 como condiciones.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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Problema de Dirichlet

Este es un tipo de problema conocido como de valores en la frontera. Dado el
cardcter de segundo orden en las derivadas respecto a la posicién x de (1.6), se
necesitan dos condiciones sobre la solucién u(x,t). Suponiendo que se busca
la solucién para a < x < b, t > 0, éstas son

ula,t) = f(1 19)
u(b,t) = g(t) (1.10)

donde f y g son funciones dadas, definidas para t > 0.

Observe que si en la EDP el orden mayor de la derivada respecto a x fuese
N, entonces serian necesarios los valores de u en N distintos x = a4; como
condiciones. De manera general, el problema de Dirichlet prescribe el valor de
la funcién incégnita, u, en toda la frontera de la regién de interés.

Problema de Neumann

Este es otro tipo de problema de valores en la frontera. Suponiendo que se busca
la solucién para a < x < b, t > 0, las condiciones son en este caso

ux(a,t) = (1) (111
ux(b, t) = g(t) (1.12)

donde f y g son funciones dadas, definidas para t > 0.

Note que si en la EDP el orden mayor de la derivada respecto a x fuese N,
entonces serian necesarios los valores de u, en N distintos x = a4; como
condiciones. De manera general, el problema de Neumann prescribe el valor
de la derivada normal de la funcién incégnita, du/dn, en toda la frontera de la
region de interés.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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Problema de Robin

Este problema de valores en la frontera generaliza los dos anteriores. Suponiendo
que se busca la solucién para a < x < b, t > 0, las condiciones son

Aqu(a,t) + Buy(a, t) = f(t) (1.13)
Ayu(b,t) + Byuy (b, t) = g(t) (1.14)

donde f y g son funciones dadas, definidas parat > 0,y A;, B;, A, y B, son
constantes dadas.

Vale la pena remarcar que si en la EDP el orden mayor de la derivada respecto
a x fuese N, entonces serian necesarios los valores de u y u, en N distintos
x = a; como condiciones. De manera general, el problema de Robin prescribe
el valor de una combinacién lineal de la funcién incégnita u y su derivada
normal du/dn en toda la frontera de la regién de interés.

Problemas Mixtos

Son problemas de valores en la frontera y /o iniciales que mezclan condiciones de
los anteriores. Suponiendo que se busca la solucién para a < x < b, t > 0, un
ejemplo serfa

Aju(a,t) + Byu(b,t) = f(t) (1.15)
Ayt (a, t) 4+ Bouy (b, t) = g(t) (1.16)

donde f y g son funciones dadas, definidas parat > 0,y A;, B;, A, y B, son
constantes dadas.

Observe que si en la EDP el orden mayor de la derivada respecto a x fuese
N, entonces serian necesarios los valores de u o u, en N distintos x = a;
como condiciones. De manera general, los problemas mixtos prescriben valores
de combinaciones lineales de la funcién incégnita u (o de su derivada normal
ou/on ) evaluada en distintas partes de la frontera de la regién de interés.

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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1.1.4 Ecuacién Lineal en Mdas Variables

La EDP lineal de segundo orden general en cualquier ntiimero de variables
siempre puede escribirse en la forma

(0"Qo+Lo+¢p)u=1y (1.17)

con Q la matriz simétrica asociada a la parte cuadratica de la ecuacién (i.e.
de segundo orden en las derivadas de u) y L la matriz renglén asociada a
la parte lineal de la ecuacién (i.e. de primer orden en las derivadas de u).
El operador 9 es un vector columna que contiene por renglén a la derivada
parcial respecto a cada variable de la funcién incégnita u. ¢ y ¢ son funciones
dadas. Anteriormente vimos el caso de dos variables (x,t), i.e. u = u(x,t).
Puede verificarse facilmente que la ecuacién en tres variables

Athyy +buyy + cupy +2d tyy + 20ty +2f Uy + gy +huy +iug +ju==k
(1.18)
donde a, b, ..., k son funciones de (x,y,t), se escribe en la forma (1.17) con

a d e —ay —dy—er+g ! Jy
Q=\(d b f |, L= —de—b,—fi+h |, 9=| 9y (1.19)
e f ¢ —ex—fy—ct+i 0t

Hemos utilizado la notacién de la matriz transpuesta para reducir el tamafio de
la matriz L.

Anélogamente, la ecuacion en cuatro variables

Atlyy + bty + ctizz +duy + 2e tyy + 2f Uy + 28 Uyt
+2huy, +2iuy + 2juz +kuy +luy +mu; +nup+pu=gq (1.20)

donde 4, b, ..., q son funciones de (x,y,z,t), se escribe en la forma (1.17) con

a e f g —ay—ey— fz— 8 +k ! Ox
e b h i —ex — by —hy, — iy +1 J
= .|, L= Y . , 0=
Q f h c j —fx—hy—cz—ji+m 0
g i j d —gx—ly—j:—dit+mn 0t

1.21)

Ecuaciones Diferenciales Parciales
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donde nuevamente utilizamos la notacién de la matriz transpuesta en L.
Claramente se tiene una generalizacién para cualquier ndmero de variables.
Sin embargo, la clasificacion en términos del determinante sélo se generaliza
para el caso parabdlico. Esto es, si det(Q) = 0 entonces la ecuacién es de tipo
parabdlico. Los casos eliptico e hiperbdlico se diferencian en el signo de los
valores propios de Q. La clasificacién general es

Teorema 2. La EDP de segundo orden lineal
(0"Qo+ Lo+ )u=1y
es de tipo

(i) Eliptico si todos los valores propios de Q tienen el mismo signo
(ii) Hiperbélico si al menos un valor propio de Q tiene signo opuesto al del resto

(iii) Parabdlico si al menos un valor propio de Q es cero

Nota: Dado que la matriz Q es simétrica, entonces todos sus valores propios
son reales. Mads atn, los casos eliptico e hiperbdlico corresponden a todos
los valores propios distintos de cero. Finalmente, cuando los coeficientes que
forman Q son funciones, el tipo de la ecuacién puede ser diferente en distintas
regiones del espacio.

1.2 Delta de Dirac

1.2.1 Distribucién Rectangular

La “funcién” delta de Dirac puede definirse en términos de la funcién

1
d,(x) =< 2a
0 si x<-—a x>a

i —a<x<
si —a<x<a (122)

Ecuaciones Diferenciales Parciales



20 Capitulo 1. Preliminares

Notese que para cada a > 0 se tiene

[e] a 1
/ d,(x)dx —dx

o —a 2a

1 a
= 5 _adx
1
o (2a) = 1 (1.23)

Si se toma el limite de d,(x) cuando a — 0 y se define ésta como la delta de
Dirac, es decir
4(x) = lim d,(x) (1.24)

a—0

entonces puede decirse de manera informal que

o six=0
5(x)—{ 0 six£0 (1.25)

y ademads que se tiene la propiedad

/jo 5(x)dx = 1 (1.26)

[e9)

De manera mads general, si se aplica una traslacién x — x — x, se tiene
! si xp—a<x<xy+a
& _
d,(x — x) = 2a 0 =T =" (1.27)
0 six<xg—a x>xy+a
esto es, la funcién d,(x — x,) estd centrada en x,. De esta forma puede definirse
S(x—x) = linrJ d.(x — xp) (1.28)
a—!

que de manera informal es

_J oo six=1x
5(x —x) = { 0 sixsx (1.29)
y que claramente preserva la propiedad
/ 5(x — x0)dx = 1 (1.30)
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Un resultado importante, que generaliza el anterior es

/_Z f(x)d(x —x0) dx = f(x0) (1.31)

siempre que f sea una funcién continua en x, y acotada en todo R. La prueba
de esta propiedad puede darse de la siguiente manera:

/_: f(x)8(x — xo) dx = /°° f(x) lim dy(x — xo)} dx
= lim / f (x — xo) dx

a—0

= lim xX) —dx
im [ Ok
1 X0+
= lim — d
im o0 [ f@)dx
— lim £t a) = F(xo — a), donde F =f
a—0 2a
- F/<x(])
= f(x0) (1.32)
donde se ha supuesto que [lim(---) = lim [(---). Es decir, que pueden

conmutarse el limite con la integral. Esto estd ]ustlflcado siempre que la funcién
f(x) sea acotada en todo R y continua en el punto x,.

Otra propiedad, no encontrada muy seguido en la literatura, pero muy ttil para
funciones continuas f definidas s6lo en un intervalo (a,b) es

[rosa-wa= {10 T0E0Y e

la cual se sigue directamente de la propiedad (1.31) y del hecho que 6(x — xp) =
0 para toda x # x.

1.2.2 Otras Representaciones

Si se considera como propiedad fundamental para definir la delta de Dirac a

[ : F(x)6(x — x0) dx = f(x0) (134)

Ecuaciones Diferenciales Parciales



22 Capitulo 1. Preliminares

ademds de 6(x —x,) = 0 V x # xy, se encuentra que hay una infinidad
de representaciones para esta funcién. En particular, cualquier densidad de
probabilidad unimodal (i.e. con un solo méximo) en el limite en que la varianza
tiende a cero dard una representacion legitima. Por ejemplo

. (xfxo)z

e 27 [Gaussiana]

(i) d(x —xp) = lim

(1) S(x—1x) = lim b

s E m [LOfentZiana]

son representaciones alternativas. Pueden darse otras formas en términos de
funciones como la exponencial:
1 el
(i) S(x—x) =lim —e™ =
a—0 2a
Veremos posteriormente que a partir de la transformada de Fourier puede
encontrarse la representacion integral

. 1 ikx—
(iv) 5(x —x) = 7 /700 e k(x=x0) g
la cual se obtiene al transformar §(x — xo) (usando la propiedad fundamental )
y luego invertir la transformada. Originalmente se encuentra el exponente con
signo contrario, pero el cambio de variable k — —k la pone en la presente
forma.

Otras representaciones, con las cuales concluimos esta seccién, pueden darse
en términos de series de Fourier. Por ejemplo

2 & nm ni
7 — %o ) sen{ —— i 0<x<
(0) S(x —x) = é’;sen( 7 xo)ben( 7 x) si 0<x</
0 si x<0, x>/¢
[Serie de Senos]

L2 c(fEaen(15) 4 052t

0 si x<0, x>/

(vi) 5(x —xp) =

[Serie de Cosenos]
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1 18 nm
_ Z — (x — i <x </
(i) S(x—x) =4 20 0% cos(7- (v =) si 0<x<
0 si x<0, x>/
[Serie de Cosenos y Senos]

donde x, € (0,¢). O bien

1

i .- iﬂ(]{—]{g) : < <
(Uiii) 5(x—xo): 2/ Z e 7 si 0<x</

) 0 si x<0, x>1¢
[Serie de Exponenciales Complejas]

Reordenando esta tltima expresion se ve que se reduce a (vii).

1.3 Integrales Dependientes de un Parametro

Consideremos un par de integrales dtiles, las cuales interpretamos como
funciones que dependen de un pardmetro (incluido en el integrando). La
primera es

I(a) :/cos(ax) dx (1.35)

Podemos evaluar directamente la integral para obtener
1
/ cos(ax)dx = o sen (ax) (1.36)

donde se ha omitido la constante arbitraria de integracién. De hecho, dado que
estaremos calculando derivadas de estas funciones, no habra cambio alguno
por esta omisién. Aplicaremos el mismo criterio en lo que resta de esta seccion.

1 .
El hecho interesante es que como cos(ax) y —sen(ax) son funciones de clase

C® para toda a # 0 (independientemente del valor de x), entonces podemos

2

evaluar integrales del tipo / x“cos(ax)dx y / x2n=1

sen(ax) dx por simple
derivaciéon de la ecuacién((1.36). Derivando ambos lados (respecto a a);

usando el hecho que L [(--+)ax = [ 4 (... )i, se tiene

/ —xsen(ax)dx = —[11—2 sen(ax) + gcos(ax) (1.37)
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se sigue entonces que

/xsen(ax) dx = aizsen (ax) — gcos (ax) (1.38)

Derivando ahora esta ecuacién (respecto a a); introduciendo la derivada
directamente en el integrando, se obtiene

/xz cos(ax) dx = _2 sen(ax) + x cos(ax) + x cos(ax) + x_Z sen (ax)
a3 a2 a2 a
x> 2 2x
= <7 - a_3> sen(ax) + a—2005(ax) (1.39)
De ésta se concluye que
/x2 cos(ax)dx = x—z _2 sen(ax) + 2x cos(ax) (1.40)
\a a8 a? ’

Iterando el procedimiento se obtienen mas integrales. Por ejemplo
/ cos(ax)dx = —sen(ax)
x
/ xsen(ax)dx = = sen(ax) — " cos(ax)

/ x? cos(ax) dx =

2
% - a_3> sen(ax) + a—gcos(ax)

2 3
/ x3sen(ax) dx = % - c%) sen(ax) — <x7 - 2—;6) cos(ax)
4 2 3
/ x*cos(ax) dx = % - 12a_;c + i—?) sen(ax) + (% - 2:_4x> cos(ax)
4 2 5 3
/ x> sen (ax) dx = % - 62—: 1{12—60> sen(ax) — <% - 22—; + 1?}#) cos(ax)

De manera andloga, podemos considerar

J(a) :/sen(ax) dx (1.41)
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a partir de la cual es posible obtener [ x*"~!cos(ax)dx y / x*"sen (ax) dx.

Evaluacién directa de esta integral da como resultado

/ sen(ax)dx = —cos (ax) (1.42)

donde nuevamente se omite la constante arbitraria.

Derivacién iterada (respecto a a) de cada uno de los lados de esta ecuacién
conduce a

sen(ax)dx = —%cos(ax)

—

1
xcos(ax)dx = 2 cos(ax) + gsen(ax)

—

N

x2 2 2x
x“sen(ax)dx = — <a - a3> cos(ax) + —Zsen(ax)

322 6
3 _
x”cos(ax)dx = (a_2 - a_4) cos(ax) + (— — —) sen (

4 2 3

. o/ 1222 43 24x

/ x*sen(ax)dx = — (7 -3 Tt cos(ax) + | — — T sen(ax)
/ ( > x3 120x

5¢*  60x? 120
x° cos(ax) dx = ( o o )cos )+ % - 5 )sen(ax)

a? a4 ab
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Podemos unir ambos resultados para obtener, por una parte

/ cos(ax) dx

/ xcos(ax)dx = gsen(ax) + :—2cos(ax)
/ x?cos(ax) dx = <);2 - ;) sen(ax) + i—icos(ax)
/ x3 cos(ax) dx = (x; %) sen (ax) + (?)ai; - 1%) cos(ax)
/ x*cos(ax) dx = (x; - 12—;(2 + %) sen(ax) + <4ai23 - 2;—;) cos(ax)
/ x° cos(ax) dx = (x; - 22—;(3 %) sen (ax) + (5%4 - 62—262 1,12_60) cos(ax)
y por la otra
/ sen(ax)dx = —%cos(ax)
/ xsen(ax)dx = —gcos(ax) + a—zsen(ax)
/ x?sen (ax)dx = — (%2 - ;—3) cos(ax) + i—isen(ax)
/ x> sen(ax)dx = — (X; - %) cos(ax) + (311—)5 - a%) sen (ax)
/ x*sen(ax)dx = — (%4 - 12—;(2 + i—?) cos(ax) + (411—);3 - 2:—4}() sen (ax)
/ x°sen (ax)dx = — (%5 - 22—;(3 %) cos(ax) + (ii; - 6(;—31(2 %) sen (ax)

Finalmente, por induccién se encuentra una férmula para cada una de estas
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integrales. Si definimos la funcién?
)k Tyl n=(k-1)

k; 2k—1) = (143)

donde [m] denota el mayor entero menor o igual que m y la notacién
“pn(x; a)” significa que p, es funcién de la variable x y del pardmetro a (de
tal forma que p/, es la derivada respecto a x), se verifica facilmente que

/x" cos(ax)dx = ! (x™ — pl,) sen(ax) + p, cos(ax) (1.44)

a
/ x"sen(ax)dx =

&l»—\

—= (x" — p},) cos(ax) + p,sen(ax) (1.45)

Nota: Se sigue (y se verifica ) que el polinomio p,(x;a) satisface la ecuaciéon
Pl +a?p, —nx"1 =0 (1.46)

paratodan =1,2,3, ... Estoes, p,(x;a) eslasolucion particular a la ecuacion
no homogénea
v’ (x) 4 ay(x) = nx" ! (1.47)

Ejercicio 1. Determine formulas para las siguientes integrales:
(7) /x” e™dx
(i1) /x” ¥ dx
°° 2

(iii) / xte ™ dx

[e9)

puede suponerse a > 0, y para la tiltima integral es 1itil el resultado

/ e gy — . / g (1.48)

2 En forma desarrollada esta funcién se escribe como

n—1 A3 n—5
p,,(x;a):nxaz —n(n—1)(n— 2) —|—n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)xa6

+otu

donde el dltimo término U es una constante cuando 7 es impar, y es proporcional a x
cuando 7 es par.
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1.4 Series de Fourier

Una funcién f quesatisface f(x+L) = f(x) paratoda x € R se conoce como
funcién periddica ( de periodo L en este caso ). Ejemplos conocidos de este tipo
de funciones son sen(x) y cos(x), ambas periddicas (de periodo 277) ya que
sen(x +27) = sen(x) y cos(x +27) = cos(x) para toda x € R. Notese
que si una funcién es periédica de periodo L, automaticamente es periddica de
periodo 2L, 3L, 4L, etc. Podemos mostrar esto por induccién. Supongamos f
periddica (de periodo L)y n € IN, n > 1. Entonces

f(x+nL) = f(x+(n—1)L+1L)
= flx+(n-1L)
=f(x+(n—-2)L+1L)
= flx+(n-2)L)
= f(x+1L)
= f(x) (1.49)
Al nimero menor L para el cual se satisface f(x + L) = f(x) para toda

x € R se le conoce como periodo fundamental. Por ejemplo, el periodo
fundamental de las funciones sen(x) y cos(x) es 27, pero para las funciones
sen(4x) y cos(4x) es 7/2. Geométricamente, el periodo fundamental es la
longitud del intervalo mas pequefio en el cual la funcién periédica toma todos
sus valores. En este sentido, las funciones constantes pueden considerarse
funciones periédicas de periodo fundamental 0.

Las funciones periédicas (digamos de periodo L) pueden ser continuas o
tener discontinuidades en cualquier intervalo de longitud L. Si el nimero de
discontinuidades es finito y todas ellas son remouvibles o de salto, a esta funcién
se le llama seccionalmente continua. El teorema de Fourier hace uso de esta
hipétesis.

Teorema 3. Supdngase que tanto f como f' son seccionalmente continuas en el
intervalo —¢ < x < {. Supdngase ademds que f estd definida fuera del intervalo
—{ < x < {, de modo que es periddica de periodo 2¢ sobre todo R. Entonces f tiene
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una representacion en serie de Fourier

—|— Z {a,z cos( ) + b, sen (ngﬂx) } (1.50)
con los coeficientes dados por las formulas de Euler-Fourier
1 ¢ nm
a, = 5 /_Zf(x)cos(Tx) dx (1.51)
1t nrm
b, = 7 /7Zf(x) sen(Tx) dx (1.52)

para toda n = 0,1, 2, ... La serie de Fourier converge a f(x) en todos los puntos
donde f es continuaya [ f(x+)+ f(x—)]/2 en todos los puntos en los que f es
discontinua.

Notas:
(i) Usamos la notacién usual: f(xy+) = lim f(x) vy f(xo—) =lLm f(x).

x—>x0 X=Xy

(ii) De la definicion, el coeficiente b, = 0, pero de hecho no aparece en la
serie.

(iii) El término constante a,/2 se calcula también con la férmula de Euler-
Fourier y corresponde al valor promedio de la funcién f sobre el
intervalo [—¢,¢).

(iv) Elteorema puede utilizarse también para definir una funcién periédica en
todo R a partir de una funcién f seccionalmente continuaen [—¢, ().

Ejercicio 1. Muestre que si f es una funcion par en [—{, (), entonces su serie de
Fourier es de la forma

flx) = % —1—:.: a, cos(%x) (1.53)

llamada serie de Fourier de cosenos. Sin embargo, si f es una funcién impar en
[—¢, (), entonces su serie de Fourier es de la forma

x) = i b, sen(%x) (1.54)

llamada serie de Fourier de senos; con los coeficientes a, y b, dados por las formulas
de Euler-Fourier.
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Ejercicio 2. Encuentre la serie de Fourier de las siguientes funciones:

(i) f(x)z{ A si £<x<0

B s O<x<l/ para A, B constantes

(i) g(x) = x
(iii) h(x) =(x —x,) con xg € [—4,0)
que se definen como tales en el intervalo [ —¢, () y son periddicas en todo R.

Ejercicio 3. Se tiene la funcién f seccionalmente continua en el intervalo (a,b),
donde a > 0. Determine una serie de Fourier que converja a [f(x+)+ (f(x—)]/2
para toda x en (a,b):

(i) que sélo contenga funciones seno.
(ii) que sélo contenga funciones coseno y constante.
(iii) que contenga tanto funciones seno como coseno y constante.

Ejercicio 4. Encuentre la serie de Fourier de la funcién definida como

[ x(2a—x) si 0<x<a
f(x>_{a(2a—x) si a<x<2a

y que se extiende periédicamente, con periodo 2a, fuera del intervalo [0,2a).

1.4.1 Representacién Compleja

Podemos reescribir la serie de Fourier de la funcién f dada en las ecuaciones
(1.50), (1.51) y (1.52) en términos de exponenciales complejas. Usando la
relacién de Euler

e = cosf +isend (1.55)

se encuentra directamente que
cosf = (eig—i— e_ie) (1.56)

(ef9 - e—ff’) (1.57)

[:)_|HNI>—‘

sen =
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Introduciendo éstas en (1.50) se tiene

) = S B[ (o) 4 s (o)
(

1 > inm 1 g T
J— . Zlx . M
=St (a—ib)et +5) (a,+ib)e T (1.58)
La primera de estas sumas puede reescribirse (en términos del nuevo indice
m = —n) como

-1

(a,—ib,) " T¥ = F0 (a —ib.,) e T

agk

n=1 m=—oo
-1 .
= Y (a,+ib,)e TF (1.59)
donde las igualdades a_,, = a,, y b_,, = —b,, se siguen directamente de las

férmulas de Euler-Fourier y del hecho que el coseno es par y el seno es impar.

Usando este resultado en (1.58) se obtiene

a 1 & . _inmy 1 .
f(x):_0+_ Z(an+lbn)e £x__(a0+1b0)
2 2.~ 2
1 & in
=5 L (a+ib)e” 0"
= Y e 77 (1.60)
donde inicialmente hemos usado el hecho que b, = 0 y para finalizar

hemos definido los coeficientes complejos ¢, = % (a, +ib,). A partir de las
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expresiones (1.51) y (1.52) se encuentra

1
Ch = 7 (an + ibn)

Z/ f(x cos Z )dx—HM/ f(x sen(n;x)dx
= 25/ f(x cos )—l—isen(%x)}dx
- g.[£f<x>

De esta forma, la funcién periédica f definida para —¢ < x < ¢ puede
escribirse también como

2
2
T dx (1.61)

flx)= ¥ coe 7 (1.62)

con los coeficientes ¢, dados por

&= / F(x) e T (1.63)

1.4.2 Series Multidimensionales

Funciones periddicas de dos variables; i.e. tales que f(x +2a,y) = f(x,y+
2b) = f(x,y) para toda (x,y) € R?, pueden describirse mediante series de
Fourier bidimensionales de la forma

ad s inm imrm
xy)= Y, Y cme @ fe 5 (1.64)

con los coeficientes c,, dados por

L d ’ d A
Cnm*m/ia x/,b yf(x’y)e
Andlogamente, funciones periddicas de tres variables; i.e. tales que f(x +

2a,y,z) = f(x,y+2b,z) = f(x,y,z+2c) = f(x,y,z) paratoda (x,y,z) € R3,
pueden describirse mediante series de Fourier tridimensionales de la forma

5y (1.65)

inm imm

f(X,]/,Z) = Z Z Z Come @ 7e b Ve” C ez (1.66)
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con los coeficientes c,,; dados por

il

1 a b ¢ inm . imm,, ilm
Coml = —/ dx/ dy/ dz f(x,y,z)e a ‘e b Ve c? (1.67)
8abc J—a  J-b 7 J—c
y asi sucesivamente. Las representaciones en términos de funciones seno y
coseno se encuentran separando las sumas.

Ejercicio 1. Determine la representacién en serie de Fourier de cosenos y senos,
andloga al caso unidimensional, para la funcion f(x,y) definida en el rectingulo
[—a,a) x [—b,b) partiendo del desarrollo en exponenciales (1.64)—(1.65).

1.5 Operadores Lineales

De manera general puede definirse un operador como una transformacién entre
dos espacios. El operador acttia sobre un elemento del dominio y regresa
un elemento de la imagen. Para espacios vectoriales; que por lo general son
espacios de funciones, un operador lineal L satisface

Lcifit+cafs)=caLl(f)+al(f) (1.68)

para constantes c; y ¢,, y funciones f; y fa.

Dado que las derivadas e integrales claramente satisfacen la propiedad (1.68),
ellas constituyen los ejemplos fundamentales de operadores lineales.

En particular, puede escribirse de manera general
Ly=Ayp (1.69)

que es el problema de valores propios para el operador lineal £. Resolverlo sig-
nifica determinar todos los valores constantes A (valores propios) y funciones
¢ (funciones propias) que satisfacen la ecuacién (1.69); la cual ademads puede
estar sujeta a condiciones dadas.

1.5.1 Operadores Diferenciales

Para funciones escalares de una variable f; y f», y constantes ¢; y ¢, se tiene

d d d
I (afi(x) +efa(x)) = ﬁfl(x) +o Efz(x) (1.70)
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Mas generalmente, si
P(z) =ay+az+ 4,72 + - +a,z" (1.71)

es un polinomio de grado n cona; = a;,(x)Vi=0,1,2,..., n, entonces
2 n

5 d d d d
P:=P Ix ao+a1d +azdx2+~~~+an7n

g (1.72)

es un operador diferencial lineal pues

n

P (cifi(x) + crfa(x)) = (a0+a1%+-~+and—n> (cifi(x) + c2fa(x))
= (ﬂo—‘ral%“l_"'_"an dn>C1f1( )
+ (ﬂo'i‘lll%‘i" +ﬂn a >C2f2( )

d dr
= apc1 f1(x) + alﬁclfl(x) et anﬁclfl(x)
n

d d
+ ape2fo(x) ‘HllECZﬁ(X) LA oo c2fa(x)
d a"r
= a0+ala+“'+an7n fl(x)

+ ¢ <ao+a1%+ —i—an )fz( )
= ,Pfi(x) + c,Pfa(x) (1.73)

El uso de la serie de Taylor, en el limite n — oo, permite definir el operador
diferencial lineal asociado a cualquier funcién suave ya sea algebraica o
trascendente.? Por ejemplo, dada la funcién algebraica

P(x) = V1+2

1 1 1
=142 — x4 a4 1.74
—i—zx ¥ +16x+ (1.74)

3 Una funcién suave es aquella que es infinitamente diferenciable (i.e. de clase
C*). Las funciones algebraicas son las definidas en términos de un namero finito de
operaciones algebraicas (suma, producto, potencias y raices ). Funciones trascendentes
son las que no son algebraicas.
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entonces

. i
P=\1+15

1a2 14 14

i 1.75
242 8dxd | 16dxe (1.75)
es un operador diferencial lineal. ~Andlogamente, si se tiene la funcién
trascendente

P(x) = e*
1 1
:1+x+—x ~|—§x + - (1.76)
entonces
P — od/dx
d 14 14
=1+ — — 1.77
T T aae Taae T (1.77)

define otro operador diferencial lineal.

Para funciones de varias variables se definen operadores diferenciales lineales
a partir del operador V. Por ejemplo, si las funciones son escalares de la forma
f(x,y,z) setiene

L9 .0 .0

02 0? 0?

2_ -2 47 L7
=32 o T ez (1.79)

El primero de ellos es el gradiente y el segundo es el Laplaciano u operador de
Laplace. La generalizacién para funciones de n variables x; es directa.

En el caso de funciones vectoriales ( campos vectoriales especificamente ) de la
forma F(x,y,z) se tienen

. d 8 ~ 0
Aa Aa Aa
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que corresponden a la divergencia y el rotacional. Notese que al aplicar estos
operadores directamente a (1.78) se obtiene V-V = V2 y Vx V = 0. Es
decir, la divergencia del gradiente (de cualquier funcién escalar) es igual al
Laplaciano (de esa funcién escalar ). Andlogamente, el rotacional del gradiente
(de cualquier funcién escalar ) es siempre el vector cero.

Una generalizacién del operador de Laplace para funciones f(x,y,z,t) es el
operador de D’Alembert (o D’Alembertiano)

1 92 )
0= —=—
c? ot2 tVv

19> 9 9% 0

En la Mecinica Cudntica se definen diversos operadores diferenciales lineales,
de los cuales los més representativos son el operador de momento

p=—ihV (1.83)

donde i = +/—1 y 7 esla constante de Planck dividida por 27, y el operador de
energia (total ) o Hamiltoniano que para una particula es

NP2
H= T + V(7,1 (1.84)

con m lamasa de la particulay V(7,t) su energia potencial.

1.5.2 Transformadas Integrales

En general

T {0} = [ K, ) (1.85)
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es llamada la transformada integral de la funcién f mediante el ntcleo K (sobre
el intervalo (a,b) ). Claramente una transformada integral 7 es lineal pues

T{afilt) +af(t)} = /ﬂb K(w, t) [eifi(t) +cafa(t)] dt
_ / " K(ew, Hesfi (Dt + / " K(w, Hesfa(b)dt

¢ / " K(ewo, ) (D)t + 03 / " Klw, ) fo(0)dt
=aT{filt)} +aT{fL(H)} (1.86)

para constantes arbitrarias ¢; y ¢,.

Mas generalmente, si la funcién escalar depende de mds de una variable,
por ejemplo f(x,t), pueden definirse transformadas integrales respecto a las
diferentes variables

T{f(e0) = [ Kl Nf(x 0t (187)
T{f(x, 1)} = / " Kol x) £ (x, F)dx (1.88)

donde el sentido de las integraciones es como integrales parciales. Ejemplos
de estas transformadas integrales serdn utilzadas para resolver ecuaciones
diferenciales parciales en un capitulo posterior.
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Capitulo 2

Método de Separacion de
Variables

Para resolver problemas de valores iniciales y en la frontera definidos por EDP
de segundo orden lineales, quiza la técnica mds comun es la separaciéon de
variables. La idea inicial es suponer que la solucién de la EDP se descompone
como producto de funciones de las distintas variables independientes. Esto
reduce el problema a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, mas
un conjunto de condiciones de frontera. La solucién de estos sistemas estd
dada, en general, por un ntumero infinito de funciones de tal forma que la
solucién al problema original resulta ser una expansion de estas funciones
(comtnmente llamado principio de superposicion ). Finalmente, partiendo de
esta solucion superpuesta, se determinan los coeficientes de la expansién de
tal manera que se satisfaga la o las condiciones iniciales. En este capitulo se
estudian diversos problemas utilizando el método de separacion de variables.
Se comienza con el problema de difusién de calor unidimensional para distintas
condiciones de frontera y luego se generaliza a dimensiones superiores en la
geometria rectangular. Se observa que esencialmente las mismas separaciones
son validas para la ecuacién de onda, ecuacién de Laplace y ecuacién de
Schrodinger. También se considera la separacion de variables para la ecuacion
de calor en coordenadas cilindricas y esféricas; que de forma andloga aplica a la
ecuacién de onda y ecuacién de Laplace. Se concluye este capitulo encontrando
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condiciones fuertes para la separacién de variables de la ecuacién de segundo
orden lineal general y de coeficientes constantes.

2.1 La Ecuacion de Calor

2.1.1 Linea con Extremos a Temperatura Cero

Consideremos el problema de valores iniciales y de valores homogéneos en la
frontera para la ecuacion de calor en una dimension

Uy = zxzuxx (2.1)
u(0,t) =0 (2.2)
u(l,t) =0 (2.3)
u(x,0) = f(x) 24)

definido para 0 < x < ¢ y t > 0. Fisicamente este problema puede
interpretarse como la difusién de calor a través de los extremos de una barra
lineal que se encuentra aislada en toda su longitud ¢. El pardmetro & > 0
estd relacionado con la difusividad térmica de la linea y depende exclusivamente
de las propiedades del material que la conforma. En este contexto a es una
constante y la funcién incégnita u(x,t) representa la temperatura en cada
punto x de la linea y en cada tiempo t. En este sentido las condiciones de
frontera (2.2)—(2.3), siendo de tipo Dirichlet homogéneas, fijan temperatura
cero en los extremos de la linea durante todo el tiempo. La condicién inicial
(2.4) describe la distribucién de temperatura con la que parte la linea al tiempo
t = 0. A partir de entonces, la dindmica queda gobernada por la EDP (2.1) y las
condiciones de frontera (2.2)—(2.3).

Iniciamos proponiendo como solucién una funcién que sea un producto de una
funcién que sélo depende de x y otra que sélo depende de t. Esto es

u(x, t) = X(x)T(t) (2.5)
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Calculamos sus derivadas parciales

up = X(x)T'(t) (2.6)
uy = X'(x)T(t) (2.7)
Uxx = X//(X)T(t) (2.8)
y las sustituimos en (2.1) para obtener
XT' = a?X"T (2.9)
Si dividimos ésta por XT se encuentra
T/ By X//
T = (2.10)

Es decir, del lado izquierdo se tiene una funcién que sélo depende de ¢ y del
lado derecho una funcién que sélo depende de x. Dado que x y ¢ son variables
independientes, esta igualdad s6lo puede ser posible si ambas funciones son
iguales a la misma funcién constante. Esto es

TI 2 XH

T X~
donde A es una constante (compleja en general) por determinar. Tomando
cada una de las igualdades por separado se tienen las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias a resolver

A 2.11)

X" A
!
TT —A (2.13)

Ahora, usando la propuesta (2.5) en las condiciones de frontera (2.2) y (2.3),
buscando soluciones no triviales X(x) # 0 y T(t) # 0, se tiene

X(0) =0 (2.14)
X(6) =0 (2.15)

Comencemos por resolver el problema de valores en la frontera para X(x),
ecuaciones (2.12), (2.14) y (2.15). De (2.12) se tiene

X" —BX =0 (2.16)
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En el caso més general la constante B puede ser compleja ya que A puede ser
compleja. Se tiene un comportamiento distinto en (2.16) s6lo en los casos B = 0

y B#0.
Caso (i) B =0. La ecuacién (2.16) se escribe como
X"=0 (2.17)
Integrandola dos veces se obtiene su solucién general
X(x)=cx+c (2.18)

con c; y ¢, constantes arbitrarias que pueden ser complejas. Usando las
condiciones de frontera (2.14) y (2.15) se encuentra

0=X(0)=c (2.19)
0=X(0) =cl+c (2.20)

Dado que ¢ > 0, la tinica solucién a este sistema es
ci=¢c=0 (2.21)

Esto es, la tinica solucién posible para B = 0 es la solucién trivial X(x) = 0.

Caso (ii) B # 0. Las soluciones fundamentales de la ecuacion (2.16) son
X, = eM¥ (2.22)
X, = e™¥ (2.23)

donde A; y A, denotan las dos raices cuadradas distintas del complejo B.
Estoes, A; y A, son nimeros complejos distintos que satisfacen /\;Z = /\% =B
y )\1 + )\2 =0.

La solucién general de (2.16) es en este caso

X(x) = aXi + X, (2.24)
= ceM¥ 4 gyeM2¥ (2.25)

con ¢; y ¢, constantes arbitrarias (complejas en general ).
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Usando las condiciones de frontera (2.14) y (2.15) se obtiene respectivamente

0= X(O) :C160+C2€O:C1+C2 (226)
0= X({) = ceM! + et (2.27)

De (2.26) se tiene que ¢, = —c;. Al sustituir ésto en (2.27) se encuentra
¢ (eM ~ Mt ) —0 (2.28)

Luego, dado que ¢ > 0, las tinicas soluciones posibles a esta ecuacién son
¢; =0 (y porlo tanto ¢, = 0) o bien A, = A, + 2%i para algtin entero n. Si
c1 = ¢; = 0 entonces de (2.24) se tiene que X(x) = 0 (i.e. la solucién trivial ).
En el otro caso, dado que A; y A, son las raices cuadradas de B,de A; + A, =0
se sigue que /\1 = —A,. Al introducir esta restriccién en A, = A + 2 ANy ge
obtiene A, = iy A = l Finalmente, utilizando )L2 /\2 = B se llega a
que los tnicos Valores comple]os de B compatibles con la ecuacién (2.16) para
B # 0 son )

B= —% (2.29)
con n = =£1, £2

Regresando a las soluciones fundamentales (2.22) y (2.23), utilizando A, = %7
y A = — "7, se tiene
X, = e T (2.30)
X, =ert! (2.31)

bl

las cuales pueden reemplazarse por las funciones reales

. 1 nrm
X, = > (X + X)) = COS(TX) (2.32)
- 1 nr
%o = 5 (Xa— Xi) = Sen(7x> (2.33)

y por lo tanto su solucién general es
X(x) == C]Xl + C2X2
= (;CO8 (%x) + c;sen (%x) (2.34)
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Usando las condiciones de frontera (2.14) y (2.15) se obtiene

0 = X(0) = ¢1cos(0) + ca8en(0) = ¢ (2.35)
0= X({) =cicos(nm) + cysen(nm) = (—1)"c; (2.36)

De ambas se tiene ¢; = 0 y ¢, arbitraria. Al introducirlas en (2.34) se encuentra
que la tinica solucién no trivial a la ecuacién (2.16) que satisface las condiciones
de frontera (2.14) y (2.15) es cualquier multiplo escalar de la funcién

X(x) = sen(%x), n=+1,42,... (237

Queda por determinar la funcién T(t) que satisface (2.13). Esta ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden puede escribirse como

T — AT =0 (2.38)

con A = Ba? = —n?r?a?/¢?, fijado por la solucién X(x), para n =
+1, £2, ... La solucién general de (2.38) es cualquier multiplo escalar de la
funcion

T(t) = oAt (2.39)
(se excluye la funcién constante del caso A = 0). Utilizando A = —n2m2a2 /02
se encuentra la solucién
3 (nznzaz)t
T(t)=e 2 (2.40)

Puede verificarse sin mayor complicacién que el producto X(x)T(t) de las
funciones (2.37) y (2.40) es solucién de la ecuacién (2.1). Como se tiene un
producto diferente para cada valor del entero (no cero) n, podemos denotar

(1) = X(0)T() (.41)
127242
- sen(%x) EE) 10 )

cada una de las cuales satisface (2.1). Ademads, como todas ellas satisfacen
las condiciones de frontera homogéneas (2.2) y (2.3), entonces la combinacién
lineal general

u(x, t) = i a, u,(x,t) (2.43)
co 222
=) a, sen(%x) ef( 2 )t (2.44)
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satisface tanto la ecuacién diferencial parcial (2.1) como las condiciones de
frontera (2.2)—(2.3) para constantes arbitrarias a,. Né6tese que, para simplificar
la notacién, hemos agregado el término de la suma correspondiente a n = 0,
pero éste es cero pues sen (2x) = 0.

Podemos simplificar la forma de esta solucién. Primero separamos las sumas

-1 22,2 [e] 2,.2,2
nri _(nimat )y nrt _(mtmat )y
u(x, t) = a sen(—x) e ( 2 ) a, sen(—x) e ( 2 ) 2.45
( ) n:z—oo ! é + n;l 1 g ( )
Ahora, en la primera cambiamos el indice m = —n con lo cual se tiene

— 2724 oS _ _ (—m)znztxz
Xl: a, sen(%x) e_(%)t =Y a., sen( rgznx) e ( # )t (2.46)

n=—oo m=1
[e] m2 a2
=Y (—a_,) sen(%x) ef( 2 )t (2.47)
m=1
que al combinar con la segunda produce
oo w2722
u(x,t) =Y (a,—a_,) sen(%x) e_< 2 >t (2.48)

n=1

Usando el hecho que los coeficientes a, son arbitrarios, podemos renombrar
a, —a_, como nuevos coeficientes b, (también arbitrarios), con lo cual se
obtiene

u(x,t) = i b, sen(%x) e_(nzgzzug)t (2.49)
n=1

Falta solamente incluir la condicién inicial (2.4). Evaluando (2.49)en t = 0 se
tiene

f(x) =u(x,0) = i b sen(mT;Tx) (2.50)

m=1

donde hemos hecho el cambio de indice mudo n = m. Multiplicando esta
ecuacion por sen (“fx) e integrando ambos lados sobre [0, /] se obtiene

Agf(x) sen(%x) dx = ,i b ,éz Sen(%x) sen(%x) dx (2.51)
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donde ahora estamos suponiendo que la suma converge! y por lo tanto que
podemos usar [ Y =Y.* [ . Usando el hecho que

£ mrm s ?
/0 sen (Tx) sen(Tx) dx = 5 On (2.52)
con 4, la delta de Kronecker
1 sim=n
O = { 0 simn (2.53)

que mostraremos en un ejercicio posterior, se encuentra de (2.51) que

¢ nrm & ¢
/0 f(x)sen (736) dx = ,,,X:‘{ b, 3 Oun (2.54)

Llevando a cabo la suma, con ayuda de (2.53), se encuentra

b, = % /O ‘ f(x)sen(%x) dx (2.55)

Esto es, los coeficientes b, del desarrollo (2.50), llamado serie de Fourier de senos
de la funcién f(x), estan dados por (2.55) paratoda n =1, 2, ...

Concluimos entonces que la solucién al problema de valores iniciales y valores
homogéneos en la frontera para la ecuacion de calor definido en las ecuaciones
(2.1)-(24) es

112 7T2 112

u(x,t) =y b, sen(ﬂx) e_( e >t (2.56)
n=1 e
con los coeficientes b, dados en (2.55).

Ejemplo 1. Demuestre que la funcion u(x,t) dada por (2.56) con los coeficientes b,
definidos en (2.55) es solucién al problema de valores iniciales y valores homogéneos en
la frontera para la ecuacién de calor definido en las ecuaciones (2.1)—(2.4).

Solucién. Primero mostremos que (2.56) satisface la ecuacién de calor (2.1) para
coeficientes arbitrarios b,. Para ello simplemente calculamos las derivadas

1 Por el teorema de Fourier; enunciado en la Seccién 1.4, sabemos que la suma infinita
en (2.50) converge siempre que f sea seccionalmente continua en [0, /].
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parciales u; y uyy. Esto es?

ur = i ) (#) by sen (") o~ ) @57)
(e} }127T2p¢2

Uy = ; (%) b, cos(%x) e7<f—2)t (2.58)

e = 10— (M bysen (M) o ES) 259)

n=1

De (2.57) y (2.59) se observa que a®1yx = u;. Es decir, la funcién (2.56) satisface
la ecuacién de calor (2.1) independientemente de los valores de los coeficientes
b,.

Ahora mostremos que (2.56) satisface las condiciones de frontera homogéneas
(2.2) y (2.3) independientemente de los coeficientes b,. Para ver esto evaluamos
u(x,t) respectivamenteen x = 0 y en x = /. Se tiene

[ n2 242 ¢

u(0,t) =Y b, sen(0) e’( ) 0 (2.60)
no:ol n2n2a2)

u(l,t) =Y b, sen(nmn) e_( @ ) =0 (2.61)
n=1

Finalmente, mostremos que (2.56), con los coeficientes b, dados por (2.55),
satisface la condicién inicial (2.4). Para esto simplemente evaluamos u(x, t)
en t = 0. Se tiene

u(x,0) =Y _ b, sen(ﬂx) (2.62)
n=1 g
y como los coeficientes b, estdn dados por
2t nn
bo=2 /O flxysen (2T %) dx (2.63)

21a primera derivacién dentro de la suma infinita en (2.56) esta justificada siempre
que ésta converja a una funcién continua de los argumentos (x,t) en todo el semiplano
t > 0. Esto se tendrd siempre que la distribucién inicial de temperatura f sea continua
en [0,/]. Aparentemente, seria necesario ademas que f(0) = f(¢) = 0, pero enrealidad
las condiciones de frontera u(0,t) = u({,t) = 0 proveen esta condicién. Para la
segunda derivacion se requiere continuidad de la primera derivada; lo cual se tiene
siempre que f’ sea continua en [0, /] o, equivalentemente, que f sea diferenciable en
[0,¢].
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paratoda n =1, 2, ..., entonces la suma en (2.62) es precisamente el desarrollo
en serie de Fourier de senos de la funcién f(x) sobre el intervalo [0,/]. Es
decir

u(x,0) = f(x) (2.64)

con lo cual mostramos que esta u(x, t) es solucién al problema en cuestion.

Ejemplo 2. Determine la solucion al problema de wvalores iniciales y de valores
homogéneos en la frontera para la ecuacion de calor unidimensional

U = P tiyy
u(0,t) =0
u(l,t) =0
u(x,0) = £(x)

para 0 < x < £ y t > 0, si la condicién inicial estd dada respectivamente por las
funciones

(i) f(x) = A, A= constante
(ii) f(x) = lx — x?
(iii) f(x) = A e
(iv) f(x) =h(x)6(x—a), a € (0,()

Solucién. La solucién a este problema para f(x) arbitraria esta dada por

) 127202
u(x, t) =Y _ b, sen(ﬂx) e7< 2 >t (2.65)
n=1 é
con los coeficientes b,
2 nr
b, = Z/o f(x)sen(Tx) dx (2.66)

Calculemos los coeficientes para cada funcion particular.
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Enel caso (i) f(x) = A esuna funcién constante. Por lo tanto los coeficientes
b, son

b, = % OéAsen(%x) dx
= % /02 sen(%x) dx
=% () =79,

__ (%) [cos(n7t) — cos(0)]

(22) -

{ 4A :
— si n esimpar

nr (2.67)
0 sin espar

Esto es
b _ 4A
T k-1
by =0 (2.69)

(2.68)

para k=1, 2, ..., de tal forma que la solucién en este caso es

- (Zk—l)znzuz ¢
u(x,t) = szklsen((?'kg 1) x) e < B )

_(rpe
(Zk—] >Sen<(2k_£1)7fx) o ( 2 >t
44 v Qk—Tym \ - (@)
<7);(2’<—1> n(Tx) ¢ ( ) (2.70)

Enelcaso (ii) f(x) = £x — x?. Por lo tanto los coeficientes b, son

=2 [ (0222 son () @7

I
\\Mg
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separando las integrales y llevando a cabo la integracién por partes se obtiene
¢ nn & n+1
/0 xsen(“0x) dx = - (-1) 2.72)

/06 x%en(%x) dx =2 (%)3 [(-1)" —1]+ (%) (-1 (@273)
de donde

402
bn = (7’171')3 [1 - (_1);{1} (274)
8 si n esimpar
— (nm)3 (2.75)
0 si n espar
Esto es
3
byy = (W) 7 (2.76)
by =0 (2.77)

para k=1, 2, ..., de tal forma que la solucién en este caso es

_ (2k—1)2n2a2
Ebzklsen<(2k_1) x) e ( ¢ >t

/
B ) 2 3 ) (Zk—l)ﬂ 7((21(—122712042)15
Y (@) (B ¢
8€2> ) < 1 )3 ((2](—1)7'[ ) ,(W)t
— (£ ) sen( T 6 2.78)
(n?’ ,; 2k—1 1

En el caso (iii) f(x) = A e?*. Por lo tanto los coeficientes b, son

2t nm
b= /O Ae sen(Tx) dx (2.79)

Usando integracién por partes podemos calcular la integral indefinida general
para obtener

/ e sen(kx)dx = (K> [ g sen (xx) — cos(Kx)} e +C (2.80)

0% 4«2
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que al evaluaren x = ¢ y x = 0 para x = (n7/{) da el resultado

/Of e sen(%x) dx = (L) {cos(O) ¢® — cos(nr) eaé}

0202 4 n2m?
_ (L) (14 (-1t et] (2.81)

0202 4 n2m?

Se sigue que los coeficientes b, son

— 2nmA n+l ,o¢

para n =1, 2, ... Por lo tanto, la solucién en este caso es

u(x, t) = i b, sen(ﬂx) e_<nzg#)t

27242

= i (%) [1+(_1)n+1 evﬁ] sen(%x) e*</—2>t
3 " nrt _ (n2n2a2
An; (W) {1+(—1)n+1 e‘ﬂ sen(Tx) o~ (25
(2.83)

Finalmente, en el caso (iv) f(x) = h(x)dé(x —a),con a € (0,¢), 6 ladeltade
Dirac y h una funcién acotada en (0,¢) y continua en a. Los coeficientes b,
son en este caso

2t nm
b, = Z/o h(x)é(x —a) sen(Tx) dx (2.84)
La integral puede calcularse sin esfuerzo alguno usando la propiedad

¢ _ [ F(a) siae (0¢)
/OF(x)é(x—a)dx—{ 0 g (00) (2.85)

Se obtiene entonces

b, = = h(a)sen(ﬂa) (2.86)
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para n =1, 2, ... Por lo tanto, la solucién para esta condicién inicial es

u(x,t) = i b, sen(%x) e <n2?22a2)t
n=1
) nm nm (ma2)e
= _h P - 2
n; 7 (a)sen( 7 a) sen( 7 x) e \ !
0 2242
= %h(a)z sen(%a) sen(%x) e_( @ )t (2.87)

2.1.2 Linea con Extremos a Temperaturas Constantes T; y 1>

Consideremos ahora el problema de valores iniciales y de valores constantes
T; y T, enlos extremos de la linea para la ecuacion de calor en una dimensién

U = 0Uyy (2.88)
u(0,t) = Tl (2.89)
u(l,t) = (2.90)
u(x,0) = f( ) (2.91)

definido para 0 < x < £ y t > 0. Nuevamente suponemos la constante a > 0.

De la interpretacion fisica del problema como una linea (aislada en toda
su longitud ¢) que disipa o absorbe calor por sus extremos, los cuales se
encuentran a temperatura constante T; y T, respectivamente, esperamos que
después de un tiempo suficientemente largo 7 la linea tenga una distribucién
de temperatura en equilibrio la cual ya no depende del tiempo. Esto es,
esperamos que

u(x,t) - ov(x) para t>T7 (2.92)
En este régimen la ecuacién (2.88) se traduce en
z)//(x) =0 (293)

y las condiciones de frontera (2.89) y (2.90) en

Ty = u(0,t)
T = u((t)

2(0) (2.94)
o(0) (2.95)
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La solucién general a la ecuacién (2.93) es
v(x)=cx+c (2.96)

al imponer las condiciones (2.94)—(2.95) se obtiene

T) =v0)=c, (2.97)
T=v(f)=cl+c (2.98)
de donde
o = # (2.99)
o =T (2.100)

y por lo tanto la solucién de equilibrio es

v(x) = (TZ ; T1> x+ Ty (2.101)

Ahora, para tiempos cercanos a t = 0, la temperatura u(x,t) en la linea
realmente serd una funcién tanto de x como de t. La forma maés sencilla que
podemos proponer como solucién para toda x € (0,¢) ytoda t >0 es

u(x, t) = w(x,t) +o(x) (2.102)

donde w(x,t) — 0 para t > 7. Al calcular las derivadas parciales de ésta e
introducirlas en la ecuacién de calor (2.88) se obtiene

wy = a? (wyx +0") (2.103)

usando la forma (2.101), que obtuvimos para la distribucién de temperaturas
en equilibrio, se sigue que v”(x) = 0 para todo t > 0 de tal manera que la
ecuacién anterior se reduce a

Wi = 2>Wyy (2.104)

para todo t > 0. Esto es, si la funcién (2.102) es solucién de la ecuacion (2.88),
entonces la funcién w(x,t) debe satisfacer la ecuacion de calor.
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Empleando la propuesta (2.102) en las condiciones de frontera (2.89) y (2.90) se
obtiene respectivamente

T; = u(0,t) = w(0,t) + v(0) (2.105)
T, =u(l,t) =w(l,t)+o(f) (2.106)

pero de (2.101) se tiene que v(0) = Ty y v(¢) = T, asi que las ecuaciones
anteriores se traducen en

w(0,t) = 0 (2.107)
w(l,t) =0 (2.108)

Con esto se tiene que la funcion u(x,t) en (2.102) satisface las condiciones de
frontera (2.89)-(2.90) siempre que w(x,t) satisfaga las condiciones de frontera
homogéneas (2.107)-(2.108).

Ahora, el problema de valores homogéneos en la frontera para la ecuacion de
calor es precisamente el que resolvimos en la seccién anterior. En consecuencia,
podemos escribir directamente la solucién

22,2
nnvc)t

w(x,t) = i b, sen(%x) e7< 2 (2.109)

A partir de (2.102) y (2.101) se tiene entonces que la solucién al problema
original es

n2 7242

u(x,t) =T + (TZ _ T1> X+ i b, sen(ﬂx) o~ ()t (2.110)

4 14

falta solamente fijar los coeficientes b, de tal forma que esta funcién satisfaga
(2.91). Imponiendo tal condicién en (2.110) se encuentra

o o T, — T1 > E
f(x) =u(x,0) =T + < 7 >x+; b, sen( 7 x) (2.111)
Escrito de otra forma

Fx) =T — (#) X = i b, sen(%x) 2.112)
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lo cual nos dice que en este caso b, son los coeficientes de la serie de Fourier
de senos para la funcién a la izquierda de (2.112). Es decir

m:%éﬂﬂ@-n-(nzn>%qu x) dx 2.113)

En conclusidn, se tiene la solucién al problema de valores iniciales y valores
constantes en la frontera para la ecuacién de calor definido en las ecuaciones
(2.88)—(2.91):

22,2
nna)t

X+ i b, sen(%x) e (f—z

n=1

B—H) (2.114)

u(x,t)—T1+< 7

con los coeficientes b, dados en (2.113).

Ejemplo 1. Demuestre que la funcién u(x,t) dada por (2.114) con los coeficientes b,
definidos en (2.113) es solucién al problema de valores iniciales y de valores constantes
Ty y T, enlos extremos de la linea para la ecuacion de calor definido en las ecuaciones
(2.88)—(2.91).

Solucién. Que la funcién u(x,t) satisface la ecuacion de calor (2.88) se ve
directamente calculando las derivadas parciales. La justificacién para derivar
dentro de la suma infinita se encuentra en la nota al pie de pagina niimero 2 de
este capitulo (la nota se aplica en este caso a la solucién w(x, ) = u(x,t) —v(x)
con la condicién inicial w(x,0) = f(x) —v(x)). Se tiene

00 22,2

2 <I’127'[2[x2> b, Sen(%x> (n gza )t (2.115)
<T2 ) Z ( )b cos(n;x) e7<"2_?2£>t (2.116)
i ( ) b, ben(n;x) <n27;22a2)t (2.117)

n=1

De (2.115) y (2.117) se concluye que &P llyy = Uy,
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Las condiciones de frontera se verifican por evaluacién directa:

[e] n2 1242

u(0,t) = Ty + ) _ b, sen(0) e_( @ )t =T (2.118)
n=1
o _<n2n2u2>t

u(l,t) =T+ Y bysen(nm)e \ 2 ) =T, (2.119)

n=1

Finalmente, la condicién inicial se encuentra evaluando u en f = 0. Es decir

u(x,0) =Ty + <T2 7 T1> x+ Y bnsen(%x) (2.120)
n=1

ahora como los coeficientes b, estdn dados por

b, = %/OF {f(x) T - (TZ - Tl) x] sen(%x) dx (2.121)

para toda n = 1,2,..., entonces la suma en (2.120) es precisamente el

desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcién f(x) — T; — (%) x

definida en el intervalo (0,¢). Es decir
u(x,0) = f(x) (2.122)
Se sigue entonces que u(x,t) es solucién al problema en cuestion.

Ejemplo 2. Use el método de separacion de variables directamente para determinar
la solucion al problema de valores iniciales y de valores constantes Ty y T, en los
extremos de la linea para la ecuacién de calor en una dimension

U = 0lUyy (2.123)
u(0,t) = Ty (2.124)
u(l,t) = Ty (2.125)
u(x,0) = f(x) (2.126)

definidopara 0 <x <y t>0.

Solucién. La propuesta para separacién de variables es la misma

u(x,t) = X(x)T(t) (2.127)
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al introducirla en la ecuacién (2.123) produce el sistema de ecuaciones ordinarias
X" -BX =0 (2.128)
T'—AT =0 (2.129)

con A la constante de separaciéon de variables (atn por determinar) y B =
A/a®. Si se imponen ahora las condiciones de frontera (2.124)—(2.125) se
encuentra

X(0)T(H) = Ty (2.130)
X(OT(H) =To (2.131)

las cuales son posibles s6lo para T(t) una funcién constante. Ahora, para
tener compatibilidad con (2.129) se requiere que T(t) = 0 cuando A # 0
(esto conduce a la solucién trivial u(x,t) = 0) o bien T(t) cualquier constante
cuando A = 0. Podemos fijar, sin pérdida de la generalidad,® T(t) = 1 para
A =0 con lo cual (2.130) y (2.131) se convierten en

X(0) =Ty (2.132)
X(0) =T, (2.133)

y,como B= A/ &2, la ecuacién (2.128) se simplifica a
X"=0 (2.134)

La solucién a este problema de valores en la frontera es
T,-T
X(x) =Ty + <%> x (2.135)

vélida para A =0y T(t) = 1. Esto es, para la constante de separaciéon A = 0
se tiene la solucién independiente del tiempo

up(x, ) = X(x)T(t) = Ty + (#) x (2.136)

3 Notese que si tomamos T(t) = C, con C # 0, tanto las condiciones de frontera
como la solucién para X(x) se ven alteradas por un factor 1/C. Sin embargo, este factor
se cancela al multiplicar por T(#) = C de tal modo que se obtiene el mismo resultado
(2.136) para uy(x, t).
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Falta determinar todas las posibles soluciones para A # 0. Antes de hacer
esto notemos que como la ecuacién de calor es lineal, entonces cualquier
combinacién lineal de todas esas soluciones nuevamente serd solucién. Si
denotamos v(x, t) a la solucién que resulta de la combinacion lineal de todas
las demads soluciones (que por consecuencia satisface la ecuacién de calor),
entonces la solucién completa a este problema sera

u(x,t) = uo(x, t) +v(x,t) (2.137)
Imponiendo las condiciones de frontera (2.124)—(2.125), notando que
uy(0,t) = Ty (2.138)
uy(4,t) =T, (2.139)
se encuentra que v(x, t) satisface las condiciones de frontera homogéneas
v(0,t) =0 (2.140)
v(l,t) =0 (2.141)

Dado que v(x,t) satisface la ecuacién de calor y las condiciones de frontera
(2.140)—(2.141), podemos escribir directamente su forma

o) = £ bosen () (R

n=1

(2.142)

con los coeficientes b, atn por ser determinados. Imponiendo la condicién
inicial (2.126) directamente en (2.137), usando la forma de u,(x,t) y v(x,t), se
obtiene

fx) =T — (T2 . Tl) x= i b, sen(%x) (2.143)

lo cual nos dice que b, son los coeficientes de la serie de Fourier de senos para

la funcién f(x) — Ty — (Tzle) x,y por lo tanto

14 _
b, — %/O {f(x) T (TZ - Tl) x] sen (“x) dx (2.144)

Con todo esto, obtenemos nuevamente la solucién

22,2

u(x,t) =T + (T2 ; T1> x+ i b, sen(%x) e_<n i )t (2.145)
n=1

con los coeficientes b, dados por (2.144) paratoda n =1, 2, ...
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2.1.3 Linea con Extremos Aislados

Consideremos ahora el problema de valores iniciales y de valores homogéneos
para uy, (i.e. la razén de cambio de la temperatura respecto a x) en los
extremos de la linea para la ecuacién de calor en una dimensién

Uy = 0%y (2.146)
u(0,£) =0 (2.147)
uy(0,t) = (2.148)
u(x,0) = f(x) (2.149)

definido para 0 < x < £ y t > 0. Nuevamente suponemos la constante « > 0.
Este problema puede interpretarse fisicamente como la difusién de calor en el
interior de en una linea de longitud ¢ que se encuentra completamente aislada,
y que parte con una distribucién inicial de temperatura f(x).

Usando el método de separacion de variables y haciendo un anélisis andlogo al
de la Seccién 2.1 se encuentra la solucién

B @ © E _(,127;2“2>t
u(x,t) = > + ; a, cos( 7 x) e z (2.150)
con los coeficientes a, dados por
l

a, = %/0 f(x)cos(%x) dx (2.151)

paratoda n =0, 1, 2, ... En particular, el término constante es

24

% - % é F(x) dx (2.152)

es decir, el valor promedio de la distribucién inicial de temperatura f(x) sobre
toda la longitud de la linea. Noétese que, de la solucién (2.150) se encuentra

lim u(x, t) = 2 (2.153)
t—o0 2
esto es, la distribucién de temperatura de equilibrio de la linea completamente

aislada es el valor promedio de su distribucién inicial.
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2.1.4 Lineacon Flujo de Calor Constante a Través de los Extremos

Consideremos ahora el problema de valores iniciales y de valores constantes
para uy (i.e. la razén de cambio de la temperatura respecto a x) en los
extremos de la linea para la ecuacién de calor en una dimension

Uy = 0% Uxy (2.154)
uy(0,t) = F (2.155)
uc(,t) = B (2.156)
u(x,0) = f(x) (2.157)

definido para 0 < x < £ y t > 0. Nuevamente suponemos la constante a > 0.
Este problema puede interpretarse fisicamente como la difusién de calor en
una linea de longitud /, la cual esta recibiendo un flujo constante de calor F; a
través del punto x = 0, pero también estd disipando un flujo de calor constante
F, através del punto x = £.

Un andlisis similar al del Ejemplo 2 de la Seccién 2.1.2 muestra que puede
encontrarse una solucién sélo cuando F; = F, = F (cualquier otro caso no
es compatible con las condiciones de frontera). La solucién de equilibrio u,
que se encuentra es

up(x,t) =Fx+K (2.158)

con K una constante arbitraria. De la propuesta de solucion u(x,t) = uy(x,t) +
v(x,t) se sigue que v(x,t) satisface tanto la ecuaciéon de calor como las
condiciones de frontera homogéneas para vy en los extremos x =0y x = /.
Usando el resultado de la seccién anterior podemos escribir directamente

[ 127242
v(x, t) = CZ—O +; a, cos(%x) ei( 2 >t (2.159)
de tal forma que la solucién completa es
00 27242
u(x, t) :Fx+az—0+; a, cos(%x) e_( 2 )t (2.160)
con a9 = ¢y + 2K. Imponiendo la condicién inicial se encuentra
_ My nm
fr)—Fx=2+Y"a, cos( g x) (2.161)

n=1
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de donde deducimos que los coeficientes a, son los del desarrollo en serie de
Fourier de cosenos de la funcién f(x) — Fx, y por lo tanto estan dados como

a, = %/OZ [£(x) = Fx] cos (“Fx) dx (2.162)

paratoda n =0, 1, 2, ... De esta forma la solucién a este problema es

22,2
nna)t

u(x,t) :Fx—l—%—i—Zan cos(%x) ef( 2
n=1

(2.163)
con los coeficientes a, dados por (2.162) y la restricciéon F; = F, = F.

2.1.5 Linea con Condiciones de Frontera Periddicas: Problema
del Circulo

Como tltimo problema unidimensional para la ecuacién de calor, consideremos
el problema de conduccién de calor para la linea que se encuentra aislada
térmicamente en toda su longitud 2/, y que satisface

Uy = txzuxx (2.164)
u(—4,t) = u(l,t) (2.165)
ux(=4,t) = ux(¢,t) (2.166)
u(x,0) = f(x) (2.167)

para —¢ < x < £ y t > 0. De la interpretacién que tenemos para la
funcién u(x,t) (como la temperatura en la posicién x al tiempo t) se tiene
que la condicién de frontera (2.165) especifica la misma temperatura en ambos
extremos de la linea en todo tiempo. También, dado que en este contexto
la derivada uy representa el flujo de calor, la condicién de frontera (2.166)
indica que el flujo de calor que sale de un extremo es igual al que entra en
el otro extremo. Estas condiciones de frontera se conocen como contacto térmico
perfecto y flujo de calor continuo respectivamente cuando se hacen coincidir los
dos extremos, x = —¢ y x = {, de la linea. En ese sentido, este problema
puede interpretarse también como la conduccién de calor dentro del circulo de
radio ¢/ que se encuentra aislado térmicamente en todo su perimetro (sélo
debe notarse que en este caso x denota la posicién a lo largo del circulo y que
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se considera —¢ < x < £).

La solucién se encuentra empleando la propuesta usual para separaciéon de
variables
u(x,t) = X(x)T(t) (2.168)

que al introducirse en la ecuacién (2.164) conduce al sistema de ecuaciones
ordinarias
X"-BX =0 (2.169)
T — AT =0 (2.170)
con A la constante de separacion de variables (atn por determinar) y B =
A/, Imponiendo las condiciones de frontera (2.165)-(2.166) se obtiene
X(—4) = X(¢) (2.171)
X'(=£) = X'(¢) (2.172)
donde hemos cancelado T(t) en ambos lados de las ecuaciones suponiendo
T(t) # 0. La posibilidad T(t) = 0 claramente conduce a la solucién trivial
u(x,t) = 0. Ahora resolvemos la ecuacién (2.169) con las condiciones de

frontera (2.171)—(2.172). Consideramos los casos relevantes, B =0y B # 0
(complejo ):

(i) Caso B = 0. La solucién general de (2.169) es
X(x) =cx+oc (2.173)

con c; y ¢, constantes arbitrarias. Imponiendo las condiciones (2.171)—
(2.172) directamente en ésta se concluye que c¢; = 0 y ¢, es arbitraria. Por
simplicidad elegimos ¢, = 1, con lo cual

X(x)=1 (2.174)

Ahora B = 0 implica A = Ba? = 0. Al introducir esto en la ecuacién
(2.170) se tiene T" = 0, cuya solucién también es una constante arbitraria.
Elegimos nuevamente

T) =1 (2.175)

De esta forma, en el caso B = 0 se tiene la solucién

up(x,t) = X(x)T(#) =1 (2.176)
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(ii) Caso B # 0. La solucién general de (2.169) es
X(x) = c;eM* 4 e (2.177)

con /\% = A% =By AM+A =0,y a y ¢, constantes arbitrarias.
Imponiendo las condiciones (2.171)—(2.172) directamente en ésta se tiene
que yaseaque ¢; = ¢; = 0 obien Ay = —A, = nnwi/l para n =
+1, £2, ... Elcaso ¢; = ¢; = 0 conduce a la solucién trivial u(x,t) =0
por lo cual se tiene

X(x) = clel(%@ + czefi(%x) (2.178)

o bien, en términos de funciones reales

X, (x) = &, cos (%x) + B, sen (%x) (2.179)

donde el subindice n indica que hay una solucién para cada entero
excepto el cero. Dado que Ay = —A, = nmi/l, se sigue que B =
—n2m? /02 Luego entonces A = Ba? = —n?72a2/¢2. Al introducir esto
en la ecuacién (2.170) se tiene T’ + (n?>m%a?/¢*)T = 0, cuya solucién

fundamental es

_(nzn2a¢2>t
T.(t)=¢e @ (2.180)
De esta forma, en el caso B # 0 se tiene la solucién
_ 3 _ n7 ] e (FEE )
u,(x,t) = X, (x)T,(t) = {txn cos( 7 x) + B, sen( 7 x)} e /
(2.181)

paracada n = %1, £2, ...

Con todo esto, la solucién general al problema (2.164)—(2.166) es

u(x, t) = i Co Uy (x, 1)

n=—oo
2,22

= eyt 3 [ cos(0x) 4 by sen ()] T (TE) as
n=1

con los coeficientes ¢y, a, = c,a, +c_,&_, y b, = c,, —c_,_, aun por ser
determinados. Imponiendo la condicién inicial (2.167) directamente en (2.182),
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se obtiene

f(x) =co+ i [11,, cos (%x) + b, sen (%x” (2.183)

lo cual nos dice que a, y b, son los coeficientes de Fourier de la funcién f(x),
con ¢y = a,/2. Esto es

1t nm
a, = 7 /_4 f(x)cos(Tx) dx (2.184)

1 ¢ nrm
b, = 7 /74 f(x) ben(Tx) dx (2.185)

En conclusién, se tiene la soluciéon
(1) = 24 3 [, cos("x) + b, sen (50| T asg)
u(x, =5 L a, cos éx . Sen gx e / .

con los coeficientes a, y b, dados por (2.184)—(2.185) paratoda n =0, 1, 2, ...

2.1.6 Lamina Rectangular

Consideremos ahora el problema de conduccion de calor en dos dimensiones:

up = a’Au (2.187)
u(0,y,£) =0 (2.188)
u(a,y,t) =0 (2.189)
u(x,0,t) =0 (2.190)
u(x,b,t) =0 (2.191)
u(x,,0) = f(x,y) 2192)

definido para 0 < x < a4, 0 <y < by t > 0. Hemos introducido aqui la
definicién del operador de Laplace (o Laplaciano ) en dos dimensiones:

Au = Uyy + Uyy (2.193)

Notese que, a pesar que u es funcion tanto de (x,y) como de ¢, el Laplaciano
s6lo actda en las coordenadas espaciales.
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Podemos interpretar este problema como la difusiéon de calor a través de
la frontera de la lamina rectangular [0,a] x [0,b] cuando esta ldmina se
encuentra aislada térmicamente tanto en su area superior como en su area
inferior (i.e., jcomo una rebanada de jamén en un sandwich!). Las condiciones
de frontera (2.188)-(2.191) para este problema especifican temperatura constante
cero en todo el perimetro del rectangulo.

La propuesta de separacién de variables es en este caso
u(x,y,t) = X(x)Y(y)T(t) (2.194)

que al sustituir en (2.187) conduce al sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

T — AT =0 (2.195)
X"-CX =0 (2.196)
Y’ —DY =0 (2.197)

con A, B,C y D constantes que satisfacen B = C+D y B = A/a?, y alas
condiciones de frontera

X(0) =0 (2.198)
X(a) =0 (2.199)
Y(0) =0 (2.200)
Y(b) =0 (2.201)
Las soluciones de los problemas para X y Y son
nrm
X(x) = sen(7x) (2.202)
Y(y) = sen mT”y) (2.203)
2.2 2.2
para toda n,m = £1,+2,... Estoes, C = I ;T y D = —mbzn son

a
constantes negativas. Notese que el caso C = 0 (o D = 0) no es posible
ya que la solucién seria X(x) = ;x4 ¢, (0 Y(y) = c1y + ¢») que produciria
X(x) =0 (o Y(y) = 0) al imponer las condiciones de frontera.
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2 2
Se sigue entonces que B = — <n YZZ ) 7* y como B = A/a® se tiene
2 2
_ n,om 22
A= _<a_2+ﬁ>n 1% (2.204)
con lo cual la solucién de (2.195) es
_(n2 w2 2,2
T(t) =e (13 ) oot (2.205)
Con todo esto, se tienen las soluciones
V!Z mz
U (X, Y, 1) = sen(%x) sen(%y) e_<ﬂ_2+ 2 )n a’t (2.206)

de donde, tomando la combinacién lineal mdas general e intercambiando la
suma sobre los enteros negativos por una sobre positivos, andlogamente al caso
unidimensional, se encuentra

(x,y,t) Z Z Dy U (X, Y, 1) (2.207)

n=1m=1
2 2

= Z Z . sen( i ) sen(%y) ef(gfr%f)nz“zt (2.208)

n=1m=1

con los coeficientes b,, auin por ser determinados por la condicién inicial
(2.192). Evaluando esta u(x,y,t) en t = 0 y usando (2.192) se obtiene

22 by, ben( ) sen(%y) (2.209)

p=14q=1
donde hicimos un cambio de indices mudos. Multiplicando ambos lados por
nm mr .
el producto sen (Tx) sen (Ty) e integrando sobre el rectdngulo [0,a] X

[0,b] se encuentra
a rb nm mr
/de.é dy f(x,y) sen(Tx) sen( 5 ) ( );qzl by Opn O (2.210)

donde hemos usado

| dx sen(%x) sen (%x) = %‘Snn (2.211)
Obdy sen (?y) sen (%y) = g Ogm (2.212)
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Llevando a cabo las sumas en (2.210) finalmente se encuentra

4 o b nm mr
by = 7 /0 dx/o dy f(x,y) sen(7x) sen(Ty) (2.213)

De esta forma, la solucién completa a este problema estd dada por la funcién
u(x,y,t) de (2.208) con los coeficientes b,, dados por (2.213), valida para toda
(x,y) € [0,a] x[0,b] ytoda t > 0.

2.1.7 Bloque Sdlido

Consideremos el problema de conduccion de calor en tres dimensiones:

up = a®Au (2.214)
u0,y,z,t) =0 (2.215)
u(a,y,z,t) =0 (2.216)
u(x,0,z,t) =0 (2.217)
u(x,b,z,t) =0 (2.218)
u(x,y,0,t) =0 (2.219)
u(x,y,c,t) =0 (2.220)
u(x,y,2,0) = f(x,y,2) (2.221)

definido para 0 < x <4, 0 <y <b, 0 <z <cyt>0. Eneste caso usamos
la definiciéon del operador de Laplace en tres dimensiones:

Au = Uxx + uyy + Uzy (2.222)

Nuevamente enfatizamos que el Laplaciano acta solamente en las coordenadas
espaciales.

Como estd definido, este problema puede interpretarse como la difusiéon
de calor a través de las caras del bloque [0,a] x [0,b] x [0,c] desde su
interior. Las condiciones de frontera (2.215)-(2.220) para este problema son de
temperatura constante cero en cada una de las caras del bloque. Esto es, para
este caso no se tiene ninguna cara aislada térmicamente. Si se quisiera aislar la
cara x; = constante, habria que imponer la condicién u,, = 0 en dicha cara.
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Si se usa la propuesta de separacién de variables
u(x,y,z,t) = X(x)Y(y)Z(2)T(t) (2.223)

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T — AT =0 (2.224)
X"-CX =0 (2.225)
Y’ —DY =0 (2.226)
7' —EZ =0 (2.227)

con A, B, C y D constantes que satisfacen B=C+ D+ E y B = A/a?. Las
condiciones de frontera que se obtienen son

X(0) =0 (2.228)
X(a) =0 (2.229)
Y(0) =0 (2.230)
Y(b) =0 (2.231)
Z(0) =0 (2.232)
Z(c) =0 (2.233)
Las soluciones de los problemas para X, Y y Z son
X(x) = sen(%x) (2.234)
mrt
Y(y) = sen(Ty) (2.235)
I
Z(z) = sen<?nz) (2.236)
para toda n, m,l = +£1, £2,... Esto es, las tres constantes de separacién
2,2 2.2 2.2
C= —%, D= _mb_zn y E= _ZC—Z son todas negativas.
nr om* 12\, 5
Se tiene entonces que B = — <a_2 + I + c_2> m° y como B = A/a”, entonces
o om* 2\, .,
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con lo cual la solucién fundamental de (2.224) es

_ 2 m? 12 2.2
T(t) = e (st ) et (2.238)

53

En resumen, se tienen las soluciones
2 2 2
nrm mrm It — (4 ) 202
U (X, 1, 1) = sen(—x) sen(Ty) sen(—z) e (ﬂ2 v2 E2> (2.239)
a c

de donde, tomando la combinacién lineal més general e intercambiando la
suma sobre los enteros negativos por una sobre positivos, andlogamente al caso
unidimensional, se encuentra

[1e

u(x,y,z,t) = i i

n=1m=1

nm mr In —(%+%+%)n21x2t
= b, s€n1 sen Ty sen| —z e \a b ¢
a c

n,m,l
(2.241)

bnml Z’lnml X, Y, t) (224:0)

I
—_

Los coeficientes b,,; quedan determinados por la condicién inicial (2.221). Esto
es

oo o0 o0

fxy,2)=Y.Y") b, sen (Pa_ﬂx) sen (%y) sen (%z) (2.242)

p=1g=1r=1

Al multiplicar ésta por las funciones seno, llevar a cabo la integracién sobre
[0,a] x [0,b] x [0,c] yluego calcular las sumas, se encuentra

nrm mrt I
by = The / dx/ dy/dzf X, Y,z sen(7x) sen( 2 y) sen<7z)
(2.243)
De esta forma, la soluciéon completa a este problema estd dada por la funcién

u(x,y,z,t) de (2.241) con los coeficientes b,,, dados por (2.243), vélida para
toda (x,y,z) € [0,a] x[0,b] X [0,c] ytoda t > 0.
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2.1.8 Hiperbloque Sélido N-dimensional

Finalmente consideremos el problema general, conduccion de calor en el bloque
N-dimensional:

up = a®Au (2.244)
u(0,x,...,x5,8) =0 (2.245)
u(ay, xp, ..., x5, 8) =0 (2.246)
u(x1,0,...,x5,t) =0 (2.247)
u(xy, ay,...,x5,t) =0 (2.248)

u(xy,%,...,0,¢) =0 (2.249)
u(xy, X2, ..., a5,t) =0 (2.250)
u(xy, X, ..., x5, 0) = f(x1,%2,...,x5) (2.251)

definido para 0 < x; < a1, 0 < x, <, ..., 0 < xy <ay yt>0. Eneste
caso usamos la definicién del operador de Laplace en N dimensiones:

Au - uxlxl + MxeZ + e + uxNxN (2.252)

el cual, como hemos puntualizado, acttia tinicamente en las coordenadas
espaciales.

Como estd definido, este problema puede interpretarse como la difusién de
calor a través de las caras del hiperbloque [0,a; ]| x [0,a,] x -+ x [0,ay] desde
su interior. Las condiciones de frontera (2.245)—(2.250) para este problema son
de temperatura constante cero en cada una de las caras del hiperbloque. Esto
es, para este caso no se tiene ninguna cara aislada térmicamente. Si se quisiera
aislar la cara x; = constante, habria que imponer la condicién u,, = 0 en dicha
cara.

Si se usa la propuesta de separacién de variables

u(x1, %0, ..., x5, 1) = X1 (200) Xa(22) - - - Xy (xen) T () (2.253)
- lﬁ[Xi(xi)T(t) (2.254)
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se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T — AT =0 (2.255)
X!'-CX; =0 (2.256)
con A, B y C; constantes que satisfacen B = YN C, vy B = A/a’. Las
condiciones de frontera que se obtienen son
X;(0) =0 (2.257)
Las soluciones de los problemas para X; son
X,(x;) = sen (Mx,-) (2.259)
paratoda n; = £1, £2, ... Esto es, las constantes de separacién espaciales son
272 N 12772
C = —’a—z y por lo tanto B = — Za—Z’ Luego como B = A/a?, se tiene

i i=1 i

N .2
A=— (Z ”—2> e (2.260)
i=1 4

1

con lo cual la solucién fundamental de (2.255) es

2
— Zf\i n—i) a2t
T(t) =e ( tf (2.261)
Con todo esto, se tienen las soluciones
n2
N % *<Zﬁ *’)”2“4

Unyoonyy (X1, X2, .., X, 1) = [ [ sen (;—xk) e taf (2.262)

k=1 k

de donde, tomando la combinacién lineal mds general e intercambiando la
suma sobre los enteros negativos por una sobre positivos, andlogamente al caso
unidimensional, se encuentra

o0 o0 o0
u(xy, X2, ..., Xy, 1) = Z Z Z by uﬂl..AnN(xl,xL...,xN, f)

np=1ny=1 nn=1

2
W

N ~(zN ”—1> 2424
= Y by ]‘[sen<%rxk> e ( '} (2.263)
Ny MN k=1
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Los coeficientes b,,..,,, quedan determinados por la condicién inicial (2.251).
Esto es

N my 7t
f(xl, Xo,enn, .XN) = Z bml"'mN H sen (a—xk) (2264)
1 k=1 k

MY e N
Al multiplicar ésta por las funciones seno, llevar a cabo la integracién sobre
[0,a;] x [0,a] X -+ x [0,ay] y luego calcular las sumas, se encuentra

2N aq an N
bnl...ﬂN = =N = / dX1 s / de f(X1,xZ, ey .XN) | | sen (nkr[xk> (2265)
i—1a;i JO 0 k=1 A

De esta forma, la solucién completa a este problema estd dada por la funcién
u(xy,x,...,xy,t) de (2.263) con los coeficientes b,,..,, dados por (2.265),
vélida para toda (xy,xy,...,xy) € [0,a;] x [0,a,] X ---x [0,ay] ytoda t > 0.

2.1.9 Ecuacién de Calor en Coordenadas Cilindricas
En coordenadas cilindricas (p, ¢,z) el operador de Laplace se escribe como
1 1
Au = (_) (pup)p + p_2 M(M; + Uy, (2266)

de tal modo que la ecuacién de calor escrita en estas coordenadas es
up = a2 1(pu) —i—lu +u (2.267)
0 ) P2 PP 2z :

La propuesta de separacion de variables

u(p, ¢, 2,t) = R(p)2(9) Z(2)T(#) (2:268)

produce
up = ROZT' (2.269)
Au = ? (pR")" + % " + ROTZ" (2.270)

de tal modo que al sustituir en la ecuacién de calor (2.267) y dividir ambos lados
por (2.268) conduce a la primera separacién
T o 1

_ - n'
?f(x pR(pR) +

1 q)ll ZII
+ i
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esto es
T —AT =0 (2.272)
1 / 1 ®" z"
R’ I T — 2.27

con B = A/a?. Reescribiendo esta tltima se tiene la segunda separacién

Z// 1 ' 1 CDN
2 g Lory L& 2274
7 PR (P ) P2 o) ( )
es decir
7' —CZ =0 (2.275)
1, o 10

multiplicando por p? esta dltima y reagrupando se tiene la separacién final

CDN

¥ _p_ov2_P n' _
& = (B—C)p* =L (pR)' =D (2.277)
esto es
@ — D® =0 (2.278)
(B—C)p* — % (pR)' =D (2.279)

Al multiplicar esta tiltima por R y calcular la derivada puede reescribirse como
o*R" +pR'+ [(C~ B)p* + D| R =0 (2.280)

En resumen, el método de separaciéon de variables funciona para la ecuacién
de calor escrita en coordenadas cilindricas y conduce al sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias

T — AT =0 (2.281)

7' - CZ =0 (2.282)

@' — D = 0 (2.283)

o*R" +pR' + |[(C—B)p? + D| R = 0 (2.284)

Ecuaciones Diferenciales Parciales



74 Capitulo 2. Método de Separacién de Variables

con A, B, C y D constantes de separacion ( que en el caso més general pueden
ser complejas ). La ecuacién para R es una forma de la ecuacién de Bessel

Ay xy + (P -nPy=0, y=y(x) (2.285)

conD=-n%,/C—Bp=x,yR=y.

2.1.10 Ecuacidon de Calor en Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas (r,0,¢) el operador de Laplace es

sen 0

1 2
Au = -~ [ben9 (r u,)r—i— (senBug)y +

Upgp ] (2.286)

de tal modo que la ecuacion de calor escrita en estas coordenadas es

s

1
2
Ur = rzsen 9 [sen 9 (7" Mr>r —+ (Sen9 Mg)e + m M¢(P:| (2287)

La propuesta de separacién de variables

u(r,0,¢,t) = R(r)0©(0)®(¢)T(t) (2.288)

produce en este caso
uy = ROPT (2.289)
pu =0 (PR + T (en0@) + SO (2290)

de tal modo que al sustituir en la ecuacién de calor (2.287) y dividir ambos lados
por (2.288) conduce a la primera separaciéon

T 2| 1 257 1 n/ 1 1"
- = —— ("R - 0 ———d" | = A (2291
T " [7’21{ (r ) +rzsen9® (sen.00) T 2’0 @ ( )

esto es
T —AT =0 (2.292)

1 2p/ ! 1 n' 1 "
— R _— 0 ——®" =B 2.29
2R (r ) + r2sen 0 © (Sen ®) + r2sen2 0 @ (2.293)
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con B = A/a?. Multiplicando esta dltima por r? y reescribiéndola se tiene la
segunda separacion

1 2p/ ! 2 1 Y 1 "
— (r*R") —Br- = — 0 - " = 2.294
R (r ) r sen 0 © (sen 6©') sen26 @ ¢ (2.294)
es decir
1 (rZR’)/ —B?-C=0 (2.295)
R
1
N/ no_
Y (sen9®) + senZGCDCD =—-C (2.296)

multiplicando por sen? @ esta tltima y reagrupando se tiene la separacién final

1!
% = — sen 0 (sen@@’)/ —Csen?0 =D (2.297)
esto es
@' —D® =0 (2.298)
Segg (sen0@')' + Csen?0 4+ D = 0 (2.299)

Después de calcularse las derivadas indicadas y simplificar las ecuaciones
ordinarias se obtiene el sistema

T — AT = 0 (2.300)

PR"+2rR' — (Br* + C) R = 0 (2.301)

"~ Dd =0 (2.302)

sen’0 0" + senfcos O + (C sen? 6 + D) =0 (2.303)

con A, B, C y D constantes de separacion ( que en el caso mds general pueden
ser complejas ). La ecuacion para R puede reducirse a una ecuacién de Bessel

de la forma
1\2
2.1 2 -
(n + 2)

Y+ xy' + y=0, y=1y(x) (2.304)
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con B=—k2, C = nn+1), kr=x,y R= y/xl/z. Por otra parte, la ecuacién
para © es una forma de la ecuacién asociada de Legendre

2
(1—x2)z" —2xz2' + <)& — 1m—x2> z=0, z=z(x) (2.305)

con C=A, D= —m? cos@ = x, y ® = z. Concluimos nuevamente que
el método de separacién de variables funciona también para la ecuacién de
calor escrita en coordenadas esféricas. Notamos, sin embargo, que el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias es considerablemente mas complicado que
en el caso de las coordenadas cilindricas (el cual, a su vez es mas complicado
que para coordenadas cartesianas ).

2.2 La Ecuacion de Onda
Consideremos la ecuaciéon de onda en tres dimensiones
uy = c*Au (2.306)

con Au = uxy + Uyy + Uz, el Laplaciano en coordenadas cartesianas. La
propuesta de separacién de variables

u(x,y,z,t) = U(x,y,2)T(t) (2.307)

produce
uy = utT” (2.308)
Au = TAU (2.309)

de tal modo que al sustituir en la ecuacién de onda (2.306) y dividir ambos
lados por (2.307) conduce a la primera separacién

T" > AU
=t A 2.31
T c 7 (2.310)
esto es
T"— AT =0 (2.311)
AU—-BU =0 (2.312)
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con B = A/c? En realidad ésta es la separacion general de la ecuacién de
onda independientemente de si las coordenadas son cartesianas o curvilineas.
La ecuacién (2.312) se conoce generalmente como ecuacién de Helmholtz o en
ocasiones también es llamada ecuacién de onda independiente del tiempo.

A partir de aqui se supone una nueva separacién de variables de la forma
U(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(2) (2.313)

que conduce a la misma separacién que la ecuacién de calor en tres dimensiones.
De este modo, se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T — AT = 0 (2.314)
X" -CX =0 (2.315)
Y’ —DY =0 (2.316)
7' —EZ =0 (2.317)

con A, B, C y D constantes (complejas en el caso mas general ) que satisfacen
B=C+D+Ey B= A/c* Conociendo las condiciones de frontera e iniciales
podria resolverse el problema de propagaciéon de ondas en esta geometria
rectangular.

Claramente, dado que la tinica diferencia en la separacién de variables entre la
ecuacion de calor y la ecuacién de onda estd en la ecuacién para el tiempo, se
sigue que las mismas separaciones para las variables espaciales en coordenadas
cilindricas y esféricas de la ecuacion de calor aplican a la ecuacién de onda en
tres dimensiones.

2.3 La Ecuacién de Laplace
Consideremos la ecuacion de Laplace en tres dimensiones

Au=0 (2.318)

con Au = uyy + Uyy + Uz, el Laplaciano en coordenadas cartesianas. Puede
verse la correspondencia de este problema con la parte espacial de la ecuacién
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de onda (2.312) para el valor B = 0. La propuesta de separacién de variables
u(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z) (2.319)

conduce al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

X" —AX =0 (2.320)
Y'—BY =0 (2.321)
7'-CZ=0 (2.322)

con A, B y C constantes (complejas en el caso mds general ) que satisfacen
A+ B+ C = 0. Dadas las condiciones de frontera, puede resolverse el
problema de determinar el potencial u(x,y,z) en alguna regién del espacio R3.

Nuevamente, dado que las ecuaciones de calor y de onda conducen a la
ecuacién de Laplace, se sigue que las mismas separaciones para las variables
espaciales en coordenadas cilindricas y esféricas de la ecuacién de calor y de
onda aplican a la ecuacién de Laplace en tres dimensiones.

2.4 La Ecuacién de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger para una particula que se mueve en el espacio
tridimensional es

ih%w(?, t) = Hy(7,t) (2.323)
donde H es el operador de energia total o Hamiltoniano
~ P2
H=_—4+V(7t 2.324
Zm + (7’, ) ( 3 )
con p = —ihV el operador de momento. En general el Hamiltoniano es

funcién tanto del vector posicién 7 como del tiempo ¢, pero para potenciales
V independientes del tiempo se tiene H (7). En tal caso la ecuacién (2.323) se
escribe como

d -
ihglp(?, t) =H@)y(7,t) (2.325)
Podemos utilizar la propuesta de separacién de variables

W7 1) = u(F)T(t) (2.326)
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que al sustituir en (2.325), y luego dividir ambos lados por 1 = uT, conduce a
la separacién
T  Hu
he—=-—=E 2.327
i =~ (2.327)
donde denotamos como E a la constante de separacién anticipando que
corresponde a la energia total de la particula. Este sistema puede escribirse

como

T + %T =0 (2.328)
Au—Eu=0 (2.329)

de donde se ve que la variacién temporal de la funcion de onda i es de la forma
T(t) = e~ 7t (2.330)

y la variacién espacial se encuentra resolviendo el problema de valores propios
para el operador Hamiltoniano

A(F)u(7) = Eu(7) (2.331)

llamada cominmente la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Puede
verse que los operadores H con sentido fisico son Hermitianos lo cual implica
que sus valores propios E son todos reales. El formalismo hasta este punto
aplica a (2.323)—(2.324) para V = V(7).

Ahora, dado que la ecuacién (2.331) s6lo puede resolverse para potenciales
V(7) particulares, consideraremos un par de ejemplos, pero antes de esto
reescribamos (2.331) en una forma mds atractiva en el sentido operacional.
Utilizando el hecho que p = —iiV, de (2.324) se ve inmediatamente que

N .
A= -V+V() (2.332)

que al introducir en (2.331) conduce a

V2u(7) + i—’f [E—-V(@)]u(@) =0 (2.333)

Veremos mds adelante que la funcién de onda (7, t) quedara completamente
determinada cuando se imponga una condicién inicial, digamos a t = 0.
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Ejemplo 1. Determine la funcion de onda de una particula confinada en una caja
unidimensional de longitud a > 0. Esto es, resuelva la ecuacion de Schrodinger para
una particula sujeta al potencial

0 si 0<x<a

2.334
o six<0 x>a ( )

Vix) = {

Solucion. Dado que el potencial no depende del tiempo, podemos aplicar la
separacion recién obtenida para la posicién 7 siendo x. Por lo tanto, la funcién
de onda de esta particula serd ¢(x,t) = u(x)T(t) con

iE

T(t)=ec ! (2.335)
y u(x) satisfaciendo la ecuaciéon
d?u  2m
E + h—z [E - V(x)] u=20 (2336)
Para x < 0 y x > a la tnica solucién posible es u(x) = 0 pues como
V(x) = oo (y la particula dentro de la caja tiene E finita) si u no fuese

idénticamente cero, entonces su segunda derivada deberia ser infinita en todo
punto donde u(x) # 0 (lo cual no es posible de las soluciones de la ecuacién
de segundo orden con coeficientes “constantes” ).

Ahora, para 0 < x < g se tiene V(x) = 0, de tal forma que la ecuacién a

resolver es

d*u  2mE
@ + ?u =0 (2.337)

Suponiendo soluciones continuas en —co < x < 00, se tienen las condiciones
u(0) =0 (2.338)
u(a) =0 (2.339)

La solucién del problema (2.337)—(2.339) es conocida (la determinamos en la
Seccién 2.1.1). Se sigue que
2mE n?m?

u(x) = sen(%x) (2.341)
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para cada n = %1, £2, ... Se tiene entonces que la energia E de la particula
confinada en la caja s6lo puede tomar uno de los valores

2.2%2

n-m<h

g, =177 — 41,42, ... 2342
2ma? " ( )

(i.e. jesta cuantizada!) y que para cada una de estas 7 se tiene una funcién de
onda asociada

bt = n@WLE
- sen(%x) o (2.343)

para 0 <x <ay ¢,(x,t) =0 para x <0y x > a. Se requieren funciones de
onda normalizadas, i.e. tales que

/:; p(x, D) dx = 1 (2.344)

asi que buscamos un factor constante A que normalice las funciones ¥, (x, t).
Esto es, A que satisfaga

1= /:\Alp,,(x,t)ﬁdx
- /_ Z A (x, ) A% (x, )dx
= AR [ 0 (o )
a iE iE
= |A|2/O sen(%x) e__hﬂtsen(%x) e ntdx
a
= |A|2/O sen2<%x) dx
= |A|2% (2.345)
Se sigue que |A|> = 2/a. En general para A complejo se obtiene

A= \/g ci? (2.346)

con ¢ una fase real arbitraria. Como la informacién relevante de la funcién
de onda normalizada se encuentra en su médulo cuadrado, es una costumbre
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considerar ¢ = 2n7t de tal forma que los factores de normalizacién se escogen
reales positivos. Con todo esto, para esta particula confinada en la caja
unidimensional se tienen las funciones de onda normalizadas

~ /2 nrt _ifny
Pu(x,t) = \/; sen(Tx) e (2.347)

para 0 <x <ay ,(x,t) =0 para x <0 y x > a. Aplicando el principio de
superposiciéon obtenemos la solucién general

o)

Yl t) = ), culxt)
> 2 nr iE
= Z Cat] = sen(—x) et (2.348)
= a a
con ¢, constantes arbitrarias. Notamos que el sumando con n = 0 no

contribuye y reescribimos la suma como

P(x, t) = i bn\/g sen(%x) e~ (2.349)

con b, = ¢, —c_, coeficientes complejos igualmente arbitrarios. Para fijarlos
imponemos la condicién inicial

#(x,0) = f(x) (2.350)

con f una funcién normalizada en 0 < x < a (que puede ser compleja) y
f(x) =0 para x < 0 y x > a. Sustituyendo en (2.349) se obtiene

flx) = i bn\/g sen(%x) (2.351)

n=1

de donde se sigue que

b/ = == (x)sen(%x) dx (2.352)

y por lo tanto

b= [ f(x)\/g sen(%x) dx (2.353)
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De esta forma, la solucién al problema de la particula confinada en la caja
unidimensional es

P(x, t) = ; by,\/g sen(%x) o~ (2.354)

para 0 < x < ay ¢(x,t) =0 para x < 0 y x > a, con los coeficientes b,

dados por
a 2 nr
b, = /0 f(x)\/; sen(“Lx) dx (2.355)

2232

n-m-h

E,=— =1,2,... 2.356
2ma? " ( )

y los valores de energia

Puede verificarse facilmente que si la funcién de onda (2.354) estd normalizada,
entonces los coeficientes b, satisfacen

Y P =1 (2.357)

n=1

Ejemplo 2. Resuelva el problema del ejemplo anterior si la condicién inicial es

1
— i —c<x<
zp(x,o): oF st Xp—c<x<xy+c (2.358)
0 Si x<Xy—cC, Xx>Xxy+¢

con xo y ¢ constantes positivas que satisfacen xo —c >0 y xo+c¢ < a.

Solucién. Sélo es necesario calcular los coeficientes b,, pero antes de hacerlo
vale la pena verificar que la condicién inicial efectivamente estd normalizada.
Calculamos

71w 0Rdx = [ g o)y (x,0)dx

Xo+c 1
:/ —dx
Xp—¢ 2c
1
— (2
7 (20)
1 (2.359)
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que efectivamente indica que la condicién inicial estd normalizada. Ahora sf,
introducimos f(x) = ¢(x,0) en (2.355) para obtener

’ l[J(x,O)\/g sen(%x) dx
/XOM - sen(%x) dx
X0

X0+C nr
= —/ sen( x) dx
\ac Jxg—c a

7z ()= (55%)

|
S—

xp+c¢

Xg—C

2 sen (%xg) sen (?c) (2.360)

Sustituyéndolos en (2.354) produce

P(x, t) = 22 Z% sen(%xo) sen(%c) sen(%x) G (2.361)

Cnnl

para 0 <x <ay (x,t) =0 para x <0 y x > a, con los valores de energfa
n2 2 h?
E,=———, =12 ... 2.362
S n (2.362)

Ejemplo 3. Determine la funcién de onda de una particula confinada en la caja
tridimensional [0,a] x [0,b] x [0,c].

Solucion. Haciendo un andlisis similar al del Ejemplo 1 anterior se encuentra el

espectro de energia
o (n? om? 2
Enm = A D) PR ) 2
1 m <a2 + 2 + C2) (2.363)

para n,m,l =1, 2, ... y las funciones de onda normalizadas

o 8 mm N\ o mm o\ I — il 4
Pt (7, 1) = 4/ e sen<7x> ben(Ty) ben(cz> e~ (2.364)
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dentro de la cajay ¢,.(7,t) = 0 fuera de ella. Aplicando el principio de
superposicién e intercambiando las sumas sobre todos los enteros por sumas
sobre enteros positivos se tiene la soluciéon general

n=1m

bnml lpnml (7/ t) (2365)

agk
agk

1

I
—

con by, constantes complejas arbitrarias. Para la condicién inicial

¥(7,0) = £(7) (2.366)

con f normalizada dentro de la caja, se encuentran los coeficientes

Dot = / dx / dy / dz £ (7) G (7,0) (2.367)

que igualmente, si la funcién de onda (2.365) estd normalizada, satisfacen

Z Z Z | nml‘z (2.368)

n=1m=1I=1

De esta forma, la cantidad |b,,, |2 puede interpretarse como la probabilidad de
encontrar a la particula en el estado P con energia E, .

2.5 Ecuaciéon de Segundo Orden Lineal

Para finalizar este capitulo queremos buscar condiciones fuertes que aseguren
separacion de variables en la EDP de segundo orden lineal.

2.5.1 Forma General
Para el caso de dos variables se tiene
au]{X+2quy+CUyy+dux+€Uy+fu:g (2369)

con a,b,c,d, e, fy g funciones de (x,y). Proponemos una solucién de la
forma

u(x,y) = X(x)Y(y) (2.370)
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que al sustituir en (2.369) conduce a
aX"Y+20 XY +cXY'+dX'Y +eXY + fXY =g (2.371)
Al dividir ésta por XY se obtiene

X// X/Y/ Y// X/ Y/ g

Primeramente notamos que no puede haber separacién a menos que las
funciones b y g sean idénticamente cero. En tal caso se tiene

X// Y// X/ Y/
o escrita de otra forma
1! ! 1! !
axy—kdé:—cy——ez— (2.374)

Esta ecuacion estard separada siempre que a = a(x), d = d(x), c = c(y), e =
e(y) y f = f(y) (o alternativamente, dejando f del lado izquierdo seria
necesario que f = f(x)). Con todo esto vemos que condiciones fuertes
necesarias para que la ecuacion (2.369) sea separable son

(i) b=0y g=0
(if) a=a(x), d=d(x), c=c(y) y e =e(y)
(i) f=f(x)6f=f(y)

las cuales se tienen en todas las ecuaciones que hemos estudiado anteriormente.

2.5.2 Coeficientes Constantes

Para el caso de dos variables, la ecuacién lineal
Atyy +2buyy +cuyy +duy +euy + fu=g (2.375)

con a,b, ¢, d, e, f constantes arbitrarias y ¢ funcién de (x,y), es la forma més
general de ecuacién no homogénea. Anteriormente vimos que puede escribirse
en la forma

(0"Qo+La+flu=g (2.376)
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donde Q = < Z lc) ) es la matriz simétrica asociada a la parte cuadratica
(ie. de segundo orden en las derivadas de u) y L = (d e ) es la matriz
renglon asociada a la parte lineal (i.e. de primer orden en las derivadas de u).

Estamos empleando ademds 0 = ( ) con la notacién usual de derivada

X
ay
parcial, dy = 9/9x, y el superindice T denotando la matriz transpuesta; i.e.

3 =(d 9 )

Dado que la matriz Q es simétrica de entradas constantes, siempre es posible
encontrar una matriz de rotacién R (de entradas constantes ) que la diagonalice.
Proponemos entonces el cambio de variables

o =R (2.377)

con 3 = < g(;’ >.4 Multiplicando esta ecuacién por R' por la izquierda
U
(usando el hecho que R'R = I es la matriz identidad ) se encuentra

9=R"9 (2.378)

Considerando que R es de entradas constantes, podemos transponer esta
ecuacion para obtener
" =9"R (2.379)

Sustituyendo directamente (2.378) y (2.379) en (2.376) conduce a
("Q A +L'd+f ) U=G (2.380)

donde hemos definido Q" = RQR’, L' = LR", f = f, G(&n) =

8(x(&m),y(&m) y UG, m) = u(x(&n),y(, 1)) Bajo una rotacién adecuada
!/
se tendrd Q' = ( lz) 2 ) y L' = (d ¢ ) de tal forma que la ecuacién

4 Utilizando la regla de la cadena puede verse que ésta corresponde a la

transformaci()n lineal
; y

con R una matriz ortogonal propia de 2 x 2.
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(2.375) quedara transformada en
a' Ugg + ' Uy +d" Us + ' Uy + fU=G (2.381)

Del resultado de la seccién anterior podemos ver que esta ecuacién serd
separable siempre que sea homogénea (i.e. para G = 0). Se sigue entonces que
la ecuacién (2.375) con ¢ = 0 puede resolverse aplicando la rotacion adecuada
y luego usando separacion de variables via U = X (&)Y (1) en (2.381)).

Ejemplo 1. Resuelva el problema

Uyy — 22Uyt +Upp+ Uy —Up+u =0 (2.382)
u(0,t) = f(¢) (2.383)
u(l,t) = g(t) (2.384)
u(x,0) = ¢(x) (2.385)
ui(x,0) = (x) (2.386)
definido para 0 < x < ¢, t > 0.
Solucién. Las matrices asociadas son
1 -1
Q:(_1 1) y L:(l —1) (2.387)

Por lo tanto este problema es parabélico. Se verifica que una matriz de
rotacién (obtenida como la transpuesta de una matriz de vectores propios
normalizados; matriz de determinante igual a 1) que diagonaliza Q es

R— \}E < 1 _1 > (2.388)

Aplicando esta rotacion se obtiene

Q' =RQR" = ( 3 8 > (2.389)
L' =LR" = (ﬁ 0 ) (2.390)
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De tal forma que la ecuacién transformada es
2Uzz +V2U +U =0 (2.391)

Utilizando ( & 7 )= R( x t ), puede verse que las condiciones iniciales
y de frontera se transforman respectivamente en

U, —¢&) = f(—v22) (2.392)

UG, var—¢) = gt —v2g) (2.393)

U(g &) = ¢(v2¢) (2.394)

Uy (&,8) — Ug(8,8) = V29(V25) (2.395)

donde U(¢, 1) = u(x(&,n),y(E,n)).

El hecho que sélo aparezcan derivadas parciales respecto a ¢ en la ecuacion
(2.391) la hacen esencialmente ordinara. Buscando soluciones de la forma

U= et (2.396)

se encuentra A, = (—+/2/4) +i(1/6/4). Por lo tanto se tienen las soluciones

Ui(¢,n) = Al(ﬂ)e‘%cos<gé‘> (2.397)
Uy (&) = Az(ﬁ)e‘%sen<?§> (2.398)

con A; y A, funciones arbitrarias. La solucién general de (2.391) es entonces

ug,n) = Al(ﬂ)e_\‘/ggms<\/—‘:> + As(n7)e - Sen<\/—§> (2.399)
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Para determinar las funciones A; y A, utilizamos las condiciones (2.392)-
(2.395). Calculamos primero las derivadas parciales
V2

Ug () = A(n)e 7t <—§>cos (?C) — <?
NG
4

+ Az(ﬂ)e‘%’: K f)sen(i%) + ( g)] (2.400)

Uy (¢, n) = A{(’?)efgécos (%C) + A;(iy)e’%gsen <TC> (2.401)

e #[E)(5) (B ()
{39 (£)(2)
A+ (?)Am - (%)Az@ e ¥ (%5)

- A;<§>+<§>Az<é>+<§>&(c> ¢ ?ﬁsen<§c>
(2.402)

Ahora si, evaluamos U de (2.399) y U, — U, y aplicamos las condiciones
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(2.392)—(2.395) para encontrar

Ay(=g)e ¥ <?¢> +Az<—é)e—4¢sen<§¢> — f(=V2)
A(V2E — §) e T cos <§g> 4 A(V20 - C)e\{ligsen<?§> = g(0—v/2¢)
A1<é>e?¢cos<§a> +Az<«:>e“fé‘sen<§c> = §(v28)
AL+ (%)Am@ - (@Az(a) ié(%c) n

AL+ (f)Az@) - (“f)&(@

Una forma de resolver este sistema es utilizar solamente dos ecuaciones; por
ejemplo la primera y la tercera. Intercambiando ¢ — —¢ enla primera y luego

T o2 . . .
multiplicandola por e ~2"%°¢, se obtiene el sistema reducido

A1<§>ef§cos<¢f€> —Az@)e“f@serl(“6 ) = e F(Vg)

T
A1<c>e§¢cos<%gé> +A2<c>e4¢sen<§«:> = $(V22)

Su solucién se encuentra por simple suma (y resta) de las ecuaciones:

A(G) = % e%gsec <\/TE§> [4)(\/5@‘) + egéf(\/iﬁ)} (2.403)
4:(8) = ;@(%) (VD) — e FipE | a0

lo cual hace evidente que debe haber relaciones entre las funciones f, g, ¢, ¥
para que haya consistencia.
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Al intercambiar ¢ — # en éstas e introducirlas en (2.399) se tiene finalmente

(2.405)

Por dltimo, se regresa a las variables originales utilizando

(-0 D) - (i) e

Considerando que U(¢(x,t),7n(x,t)) = u(x,t) se tiene la solucién

u(x, t) = % et cos (?(x - t)) sec (g(x + t)) [([)(x +1)+ e*%(”t)f(x + t)}
+ % e2!sen (ﬁg(x - t)) csc ({E(x + t)) {(p(x +1) — ef%(”t)f(x + t)]
(2.407)
la cual puede verificarse que satisface (2.383) y (2.385).
Ejercicio 1. Resuelva el problema
Upy — 22Uyt — Upp+ Uy —Up+u =0 (2.408)
u(0,t) = f(¢) (2.409)
u(l,t) = g(t) (2.410)
u(x,0) = ¢(x) (2.411)
ui(x,0) = 9(x) (2.412)
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definido para 0 < x < ¢, t > 0.

Ejercicio 2. Resuelva el problema

Q2Upy — Uy +up +uy —up+u =0 (2.413)
u(0,t) = f(t) (2.414)

u(l,t) = g(t) (2.415)

u(x,0) = ¢(x) (2.416)

ur(x,0) = 9(x) (2.417)

definido para 0 < x < ¢, t > 0.

Ecuaciones Diferenciales Parciales



94 Capitulo 2. Método de Separacién de Variables

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Capitulo 3

Método de Cambio de
Variables

Mas que un método para resolver EDP, la técnica de cambio de variables es un
recurso muy util tanto para simplificar problemas como para transformarlos
en otros ya resueltos. Bajo condiciones excepcionales, como es el caso de
transformaciones lineales y algunas transformaciones no lineales, si puede
utilizarse para encontrar soluciones generales de EDP o bien para resolver
problemas con condiciones dadas. En este capitulo se abordan diversos
problemas mediante el uso de cambios de variables. Al inicio se estudia la
ecuacién de onda unidimensional y se muestra que puede resolverse de forma
general utilizando una transformacién lineal de sus variables independientes.
Considerando las condiciones iniciales mds generales, en el mismo problema,
se encuentra la solucion particular conocida como férmula de D’ Alembert. Méas
aun, se muestra como, imponiendo distintas condiciones de frontera en la
cuerda finita, se encuentran soluciones en series puramente a partir de la
formula de D’ Alembert sin recurrir al método de separaciéon de variables. En
un tratamiento analogo, se emplea una transformacién lineal de las variables
independientes en la ecuacién de Laplace bidimensional para encontrar su
solucién general. Como ejemplos de problemas que se reducen a otros
conocidos mediante el uso de cambios de variables no lineales, se considera
la propagacién de ondas esféricas y el problema de la difusién con reaccién
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quimica lineal. Para finalizar se muestra como reducir la EDP de segundo
orden lineal con coeficientes constantes a ecuaciones no homogéneas “tipo”
Helmholtz o de difusién.

3.1 LaEcuacion de Onda

3.1.1 Cuerda Vibrante Infinita

Consideremos la ecuacion de onda en una dimension
_ 2
Upt = C Uy 3.1
definida para —co < x < 00 y t > 0.

Este problema describe la propagacién de ondas transversales a lo largo de una
linea, la cual hacemos coincidir con el eje x. En este contexto u(x, t) representa
la desviacion del eje x de la cuerda (i.e. sualtura) en el punto x al tiempo ¢.
La constante ¢, como se verd mds adelante, es la magnitud de la velocidad de
propagacioén de las ondas sobre la linea.

Para resolver esta ecuaciéon proponemos llevar a cabo un cambio de variables
independientes

& =2¢(xt) (3.2)
n=mn(xt) (3.3)

Introduciéndolo en u(x,t) se obtiene u(&(x,t),n(x,t)). Derivando u respecto
a x ya t, usando la regla de la cadena, se encuentra

Uy = Ugly + Uyl (3.4)
0 = gl + (3.5)

Derivando nuevamente se tiene

Uxy = u(:x(:x + uggxx + UpxMx + UyHxx (3.6)
Ut = UgGt + Uglt + Upttt + Uy Nt (3.7)
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en donde las derivadas mixtas ugy, tyx, tg y Uyt deben calcularse usando la
regla de la cadena ya que ug y uy, son funciones de (&(x,t),7(x,t)). Se obtiene

Ugy = UgeCx + Ugy]x (3.8)
Uyx = UpeGx + Upylx (3.9)
Uzt = UgeGr + Uyt (3.10)
Uyt = u,léqft + Uy Nt (3.11)

La introduccién de (3.8) y (3.9) en (3.6) produce

txx = (ugelx +ugytx) Cx + gCux + (tyelx + wyyhx) Mx + Uytx
= gl + gyl + gl + Uyelat]x + iyt + tytax
= ugééfc + 2ugy Cxtyx + u,m;y,% + UgGxx + Uylxx (3.12)
donde hemos supuesto u de clase C2. Andlogamente, introduciendo (3.10) y
(3.11) en (3.7) conduce a
ut = (ugeGe + ugye) G+ uglu + (tyeGe + tyyie) M + uy e
= gzl + gy els + uglu + el + gy i + tyu
= ugelt + 2y Cne + tyyF + ueles + Uy tst (3.13)
Vemos que, en particular, para una transformacioén lineal de la forma
¢ = Ax + Bt (3.14)
n = Cx+ Dt (3.15)

con A, B, C y D constantes, se tiene

Gr=A (3.16)

& =B (3.17)

y =C (3.18)

=D (3.19)

Cxx =Ct =1Mxx =11t =0 (3.20)

de tal forma que en este caso las ecuaciones (3.12) y (3.13) se reducen a

txx = A%uge +2AC ugy + CPuyy (3.21)

ugr = B?ugz + 2BD g, + D%y (3.22)
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Al sustituir éstas en la ecuacion de onda, 1y — c?uy, = 0, se encuentra
(B2~ 24?) uz +2 (BD — 2AC) ugy + (D? — 2C ) uyy =0 (3.29)

Notamos que una transformacién 1til es la que anula dos de los tres términos;
de lo contrario convierte el problema en otro del mismo o mayor grado de
dificultad. Analizando los sistemas de tres ecuaciones algebraicas asociados
a los coeficientes de ugs, ug, y uy; en (3.23) se concluye que las unicas
transformaciones no singulares que anulan los dos primeros (y andlogamente
los dos dltimos) términos, en realidad anulan los tres términos (con lo cual
convierten la ecuacién en la identidad 0 = 0). Por otra parte, la transformacién
que anula el primer y tercer términos debe satisfacer B = £cA y D = £cC, de
donde se sigue que va a ser no singular sélosi B=cAy D= —cC 6 B= —cA
y D =cC,con A,C # 0. Escogemos la segunda; esto es

E=A(x—ct) (3.24)
7 = C(x+ct) (3.25)

que al sustituir en (3.23) conduce a
—4c*ACugy =0 (3.26)
o bien, notando que 4c>AC # 0, se tiene
gy =0 (3:27)

Integrandola parcialmente respecto a # se encuentra

ug = f(&) (3.28)

con f una funcién escalar arbitraria. Ahora integrando ésta parcialmente
respectoa ¢ da

u(&n) = [ f(&)de+Eo) (329)

donde G es otra funcién escalar arbitraria. Por lo tanto, la solucién general es

u(&,n) = F(&)+G(n) (3.30)
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donde F y G son funciones escalares arbitrarias. En términos de las variables
originales la solucién es

u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct) (3.31)

con F y G funciones escalares arbitrarias. La interpretacion fisica de la
solucién es interesante: F(x — ct) representa una onda de forma F(x) que
se mueve a la derecha con velocidad ¢, sin sufrir cambios. Andlogamente,
G(x + ct) representa una onda de forma G(x) que se mueve a la izquierda
con velocidad ¢, e igualmente sin presentar cambios.

Para concluir vale la pena observar que la transformacién lineal que permitié
resolver este problema, dada por las ecuaciones (3.24) y (3.25), depende de los
pardmetros nonulos A y C. Si A = C la dependencia es sélo de uno, pero si
A # C la dependencia es de dos. Si denotamos k; = A, w; =cA, k, =Cy
w, = ¢C, entonces la transformacion lineal (3.24)—(3.25) se escribe como

g - klx - (Ult (332)

77 - kzx + CL)zt (333)
donde suponemos k;, ws, ko, w, > 0. En términos de estas variables, la
solucién general de la ecuacién de onda unidimensional es

u(x,t) = F(kyx — wqt) + G(kox + wyt) (3.34)

con F y G funciones escalares arbitrarias. Los nuevos paradmetros son
llamados niimero de onda (k) y frecuencia angular (w ), y su relacién (w = ck) es
llamada relacién de dispersion para las ondas descritas por la ecuacién (3.1).

3.1.2 Cuerda Vibrante Infinita con Condiciones Iniciales

El problema a resolver es

Ut = CPliyy (3.35)
u(x,0) = ¢(x) (3.36)
ui(x,0) = (x) (3.37)

definido para —c0 < x < ooy t > 0.

Ecuaciones Diferenciales Parciales



100 Capitulo 3. Método de Cambio de Variables

Dado que ya tenemos la solucién general, el problema se reduce a imponer las
condiciones iniciales (3.36)—(3.37) en ella. Por simplicidad escogemos la forma
(3.31), esto es

u(x,t) = F(x —ct) + G(x +ct) (3.38)
de donde se obtiene
up(x,t) = —cF'(x —ct) + cG'(x + ct) (3.39)

Ahora evaluamos (3.38) y (3.39) en t = 0 y utilizamos las condiciones (3.36)-
(3.37) para obtener el sistema de ecuaciones

¢$(x) = u(x,0) = F(x) + G(x) (3.40)
¥(x) = ur(x,0) = —cF'(x) + ¢G'(x) (3.41)

Integrando esta tltima, utilizando el teorema fundamental del célculo, se tiene

¢(x) = F(x) + G(x) (342)
l/xlp(s)ds +A=—F(x)+G(x) (3.43)

cJo

con A una constante arbitraria. La solucion de este sistema lineal se encuentra
por simple resta y suma de las ecuaciones:

F(x) = ( - % /0 (s)ds — ) (3.44)
Gx) = ( )+ % /0 P(s)ds + A) (3.45)
la cual, a su vez, puede reescribirse como
F(x) = / s)ds — %A (3.46)
G(x) = / s)ds + ;A (3.47)
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Introduciéndolas en la solucién general (3.38), se encuentra
u(x,t) = F(x —ct) + G(x + ct)

1 1 1 x—ct 1 x—+ct
= Egb(x —ct)+ Ecp(x +ct) — 2% b P(s)ds + % /0 P(s)ds

1 1 1 0 1 x+-ct
= Egb(x —ct) + Ecp(x +ct) + % /x P(s)ds + E/o P(s)ds

—ct

1 1 1 pxtet
= Ecp(x —ct)+ E(P(x +ct) + % /xfd P(s)ds (3.48)
Esto es,
1 1 1 x+ct
u(x,t) = 5 ¢(x —ct) + 5 p(x+ct)+ izfct P(s)ds (3.49)

conocida como la férmula de D’ Alembert, es la solucion al problema de Cauchy
(3.35)—(3.37).

Ejercicio 1. Resuelva el problema de las vibraciones de la cuerda infinita (3.35)-(3.37)
para las condiciones iniciales dadas por

(iii) ¢(x) =6(x),  9(x) = d(x)

e interprete geométricamente sus resultados.

3.1.3 Cuerda Vibrante Finita con Extremos Fijos

El problema para la cuerda vibrante de longitud /, fija en los extremos, y
condiciones iniciales prescritas es

Up = iy (3.50)
u(0,£) = 0 (3.51)
u(l,t) = (3.52)
u(x,0) = ¢(x) (3.53)

ur(x,0) = ¢(x) (3.54)
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definido para 0 < x < £ y t > 0. En particular ¢ y ¢ sélo estdn definidas
para x € (0,7).

Este problema puede resolverse por separacion de variables, pero en esta
seccién queremos hacer uso de la férmula de D’Alembert. Dado que esta
solucion esta definida para —co < x < oo, podemos considerar el problema
alternativo

U = gy (3.55)
u(0,£) =0 (3.56)
w(f,t) = 0 (3.57)
1(x,0) = Po(x) (3.58)

ut(xro) = lpexf(x) (359)

definido para —c0 < x < 00 y t > 0, con ¢ ¥ Yo funciones idénticas a ¢
y ¢ respectivamente para toda x € (0,¢); y aun por ser determinadas fuera de
ese intervalo. La solucién de (3.55), (3.58) y (3.59) esta dada por la férmula de
D’Alembert

x+-ct

w(x, £) = %%t(x ct) + & 4>ext(x o) + zlc [ deats)as (3.60)

x—ct

Al introducir las condiciones de frontera (3.56) y (3.57) en ésta se obtiene el
sistema

0 = M(O t) 2 (Pexf( Ct) + (Pext Ct / l/]ext ds (361)

l+ct
o:uw,t):zq»ext(e o) + - 4>ext(£+ct> > / Peu(s)ds  (3.62)

ahora, como ¢e y e son funciones arbitrarias, una manera de asegurar las
igualdades es pidiendo que tanto ¢ como . sean funciones impares respecto
a x = 0 y también respecto a x = ¢. Esto es, que satisfagan

Pext(—X) = —pex () (3.63)
Pt (—X) = —Pexe(X) (3.64)
Pext(0 — X) = —Poe (L + x) (3.65)
Peu(l = x) = —Pext(l + X) (3.66)
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paratoda x € (—co, 00). En particular, estas condiciones implican que ¢e(0) =
Pext(0) = 0 y que ¢ (¢) = Pou(f) = 0. Se sigue entonces que una manera
general de satisfacer las condiciones (3.61)—(3.62) es utilizar

¢(x) si 0<x</
Pt (x) = —¢p(—x) si —L<x<0 (3.67)
0 si x=0, x=/(

P(x)  si O<x</
Pext(X) = —p(—x) si —€<x<0 (3.68)
0 si x=0, x=/
y ademds ¢ Y Pex periddicas de periodo 2¢ para toda x. Debido a que estas

funciones son impares, el teorema de Fourier garantiza que tanto ¢e.(x) como
et (x) tienen desarrollos en serie de senos de la forma!

= nrm
Pt (x) = Z b, sen(Tx) (3.69)
n=1
> nrw
You(x) = X By sen (77x) (3.70)
n=1
con los coeficientes dados por las férmulas de Euler-Fourier
2t nm
b= /O o) sen (2 ) dx (3.71)
2t nm
B, = Z/O Pexe (X) sen(7x> dx (3.72)

paracada n =1, 2, ... Queremos introducir (3.69)—(3.70) en la solucién (3.60);
lo cual nos conduce a calcular

Pext (X — Ct) + Pexe(x + 1) Z b, ben( (x —ct) ) —l—i b, sen(T(x—l—ct))
n=1

I
gkl

b, [sen( (x — ct)) + sen(%(x—i—ct))}

2
I
—_

I
M

b,2 sen( T ) cos (%ct) (3.73)

n=1

! Para asegurar la existencia de tales desarrollos sélo es necesario que las funciones
originales ¢ y 1 sean seccionalmente continuas en [0, {].
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donde en la dltima igualdad hemos utilizado la identidad trigonométrica
sen(A — B) + sen(A + B) = 2 senA cosB (3.74)

y también hace necesario calcular la integral?

x+ct x-+ct ©
/x Pext(s)ds = / E B ben(Tns>ds

—ct

00 x+-ct ni
= n/ sen(—s)ds

=1 x—ct 14

0o "y nmt s=x-+ct
= L8 () e (579)

n=1 n s=x—ct

- 14
=) B (n_> [cos (%(x - ct)) — cos (7()( + Ci’))}

= 14 nm nrm
= Z B <E> 2 sen(Tx) sen (7ct) (3.75)
donde al final simplificamos con la identidad trigonométrica

cos(A — B) — cos(A + B) = 2 senA senB (3.76)

Ahora si, sustituimos (3.73) y (3.75) en la férmula de D’Alembert (3.60) para
obtener

u(x, t) = 1¢cxt(x ct) + = ¢th(x +ct)+ Zlc /x+Ct Pexi(s)ds
Z b, sen(Tnx) cos(—ct) + Z B <n7TC> sen(%x) sen(%ct)
= Z sen(—x) [b cos(TCt) =+ Ba (nf;c) sen(%ct) ] (3.77)

n=1

con los coeficientes b, y B, dados en (3.71) y (3.72). Notamos que esta solucién
es valida para —co < x < 00 y t > 0, pero que esa informacién esta contenida
tnicamente en los coeficientes b, y B, debido a que contienen explicitamente a

2 El intercambio de la integral con la suma infinita en la segunda linea se justifica
siempre que la funcién ¥ sea seccionalmente continua en [0, ¢].
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Pext(X) ¥ Pex(x) respectivamente. Sin embargo, dado que estas funciones son
idénticas a ¢(x) y ¢(x) en el intervalo (0,¢) y que los coeficientes pueden
calcularse sobre este intervalo, se concluye que la expresién (3.77) resuelve el
problema original. Esto es, la solucién al problema (3.50)—(3.54) definido para
O<x<lyt>0es

[e9)

u(x,t) = Z sen(%x) {bn cos(%ct) + B (%) sen(%ct) } (3.78)

n=1

con

o~

b, = % /O (p(x)sen(%x) dx (3.79)
B, = % /0 le(x)sen(%x) dx (3.80)

paracadan=1,2, ...

Ejercicio 1. Resuelva el problema de las vibraciones de una cuerda de longitud £ fija
en los extremos, (3.50)—(3.54), para las condiciones iniciales

b
E(x—xg)—kb sixg—a<x<x
— b
¢(x) = —(r-m) b sim<x<xta
0 en otro caso

con xg € (a,0—a),0<2a<¥,b>0y p(x) =0.

Ejercicio 2. Resuelva el problema de las vibraciones de una cuerda de longitud ¢
fija en los extremos, (3.50)—(3.54), utilizando el método de separacion de variables y
verifique la solucion (3.78)—(3.80).
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3.1.4 Cuerda Vibrante Finita con Extremos Libres

El problema para la cuerda vibrante de longitud ¢ con los extremos libres y
condiciones iniciales prescritas es

Uy = czuxx (3.81)
uy(0,t) =0 (3.82)
uc(4,t) =0 (3.83)
u(x,0) = ¢(x) (3.84)
ur(x,0) = (x) (3.85)

definidopara 0 <x </ y t > 0.
Puede encontrarse su solucién ya sea por separacién de variables o utilizando

la férmula de D’Alembert de forma analoga al tratamiento de la seccién
anterior. Siguiendo cualquiera de estos caminos se encuentra

u(x, t) = —+—t+2cos( )[ancos(n;ct)—i—ucn(’;;C)sen(n;ct)]

(3.86)

con
a, = % /Oégb(x) cos(%x) dx (3.87)
o, = % /OZ lp(x)cos(%x) dx (3.88)

paracadan=0,1,2, ...

Ejercicio 1. Resuelva el problema de las vibraciones de una cuerda de longitud ¢
con extremos libres, (3.81)—(3.85), utilizando el método de separacién de variables y
verifique la solucion (3.86)—(3.88).
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3.1.5 Cuerda Vibrante Finita con un Extremo Fijo y otro Libre

El problema para la cuerda vibrante de longitud ¢ con el extremo x = 0 fijoy
el extremo x = { libre, y condiciones iniciales prescritas es

Ut = CPllyy (3.89)
u(0,4) =0 (3.90)
uy(4,t) =0 (3.91)
u(x,0) = ¢(x) (3.92)
ui(x,0) = p(x) (3.93)

definidopara 0 <x <y t > 0.

Su solucién puede encontrarse ya sea por separacién de variables o utilizando
la férmula de D’Alembert de forma andloga al tratamiento de las secciones
anteriores. Siguiendo cualquiera de estos caminos se llega a

u(x, t) = isen(%x) X

n=1

x [b (%Ct) s ( - E/zl)nc) sen < (an—el)ﬂct> }

(3.94)
con
l _
by s = % /0 (%) sen(%x) dx (3.95)
Bow s = % / ") sen(%x) dx (3.96)

paracadan=1,2, ...

Ejercicio 1. Resuelva el problema de las vibraciones de una cuerda de longitud ¢ con
un extremo fijo y el otro libre, (3.89)—(3.93), utilizando el método de separacion de
variables y verifique la solucién (3.94)-(3.96).
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3.2 LaEcuaciéon de Laplace

3.2.1 Solucién General
Consideremos la ecuacion de Laplace bidimensional
Uxyx + uyy = 0 (3.97)
definida para —c0 < x < 00, —00 <y < 0.
Esta es la ecuacion que obedece el potencial electrostatico (o gravitacional)

u(x,y) en todo el plano x-y. Podemos encontrar su solucién general llevando
a cabo un cambio de variables dado por la transformacién lineal

¢ = Ax+ By (3.98)
n = Cx+ Dy (3.99)

con A, B, C y D constantes a nuestra disposicién. Introduciéndolo en u(x,y)
se obtiene u(¢(x,y),1(x,y)). Derivando u respectoa x y a y, usando la regla
de la cadena, se encuentra

uy = Aug + Cuy (3.100)
uy = Bug + Duy (3.101)

Derivando nuevamente se obtiene

uxx = A(Augz + Cugy) + C(Auyz + Cuyy)

= A?ugz +2ACug, + Cluy, (3.102)
yy = B(Bugg + Dugy) + D (Butyz + Dtyy)
= B2ugz +2BD gy, + D?uy, (3.103)

donde hemos supuesto u de clase C2. Al introducirlas en la ecuacién de
Laplace, uyy + Uyy = 0, se encuentra

(42 + B?) g +2 (AC + BD) gy + (C2+ D)ty = 0 (3.104)

Notamos que una transformacion ttil es la que anula dos de los tres términos;
de lo contrario convierte el problema en otro del mismo o mayor grado de
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dificultad. Analizando los sistemas de tres ecuaciones algebraicas asociados
a los coeficientes de ugs, ug, y uy; en (3.23) se concluye que las unicas
transformaciones no singulares que anulan los dos primeros (y andlogamente
los dos dltimos) términos, en realidad anulan los tres términos (con lo cual
convierten la ecuacién en la identidad 0 = 0). Por otra parte, la transformacién
que anula el primer y tercer términos debe satisfacer B = +iA y D = +£iC, de
donde se sigue que va a ser no singular sélosi B=iAy D= —iC 6 B= —iA
y D =1iC,con A,C # 0. Escogemos la primera; esto es

&= A(x+iy) (3.105)
n = C(x —iy) (3.106)

que al sustituir en (3.104) conduce a
4ACuz; =0 (3.107)
o bien, notando que 4AC # 0, se tiene
uzgy =0 (3.108)

Integrandola parcialmente respecto a 7 se encuentra

ug = f(&) (3.109)

con f una funcién escalar arbitraria. Ahora integrando ésta parcialmente
respectoa ¢ da

u(@n) = [ F@)dz+Gn) (3110)
donde G es otra funcién escalar arbitraria. Por lo tanto, la solucién general es
u(@n) = F@&)+Gy) (3.111)

donde F y G son funciones escalares arbitrarias. En términos de las variables
originales la solucién es

u(x,y) = F(x +iy) + G(x — iy) (3.112)

con F y G funciones escalares arbitrarias. La interpretacion matematica de la
solucién es interesante: F(x + iy) es una funcién escalar arbitraria de clase
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C? de la variable compleja z = x + iy. Andlogamente, G(x —iy) es una
funcién escalar arbitraria de clase C? de la variable compleja conjugada de
z, Z=x—1y.

Notese que el hecho de que las variables orginales sean { = A(x +iy) y
n = C(x —iy), con A y C reales, no cambia cualitativamente el resultado:
la solucion general de la ecuacion de Laplace bidimensional es la suma de funciones
escalares arbitarias de las variables complejas z = x +1iy y Z = x — iy respectivamente.

Ejercicio 1. Muestre que la funcién u(x,y) dada en (3.112) es solucién de la ecuacién
de Laplace bidimensional (3.97) para cualesquiera funciones escalares F y G de clase
C2.

3.3 Ondas Esféricas

Considérese la ecuacion de onda tridimensional
uy = c*Au (3.113)

y supéngase que la solucion tiene simetria esférica. Es decir, u = u(r,t), de tal
forma que el Laplaciano escrito en coordenadas esféricas sdlo contiene la parte

radial 5 )
1 50U
Au = 25 (r ar) (3.114)
En este caso puede escribirse el problema de valores iniciales (problema de
Cauchy ) para la ecuacién de onda con simetria esférica

Uy = c2 (ur, + %ur> (3.115)
u(r,0) = ¢(r) (3.116)
u(r,0) = ¢(r) (3.117)

para 0 < r < oo, t > 0. Formalmente éste es esencialmente un problema
“unidimensional”, similar a la cuerda vibrante pero con un término extra en la
primera derivada, u,. Para resolverlo, lo reducimos a un problema de Cauchy
para la ecuacién de onda unidimensional. Esto lo logramos llevando a cabo el

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Seccién 3.3. Ondas Esféricas 111

cambio de variable

u(r, t) = %w(r, t) (3.118)

Calculamos uy, uy y uy. Notando que v y t son variables independientes, se
tiene

1
Uy = ; Wit (3.119)
1 1
Uy = 2 w+ p wy (3.120)
2 2 1
Uy = 3 w — 2 wy + P Wyy (3.121)

que al introducir en (3.115) conducen directamente a la ecuacién
Wit = 2wy, (3.122)

Luego, al evaluar las condiciones iniciales (3.116)-(3.117) para la # dada en
(3.118) se encuentran las condiciones

w(r,0) = r¢(r) (3.123)
w(r,0) = ry(r) (3.124)

En conclusién, el cambio de variable (3.118) transforma el problema original
(3.115)—(3.117) en

Wit = C2Wyy (3.125)
w(r,0) = r¢(r) (3.126)
wi(r,0) = ry(r) (3.127)

es decir, en un problema de Cauchy para la ecuaciéon de la cuerda vibrante
pero para la funcién w = w(r,t). Podemos utilizar entonces la férmula de
D’Alembert para escribir su solucién

1 1 1 r+ct
w(r,t) = 5 (r—ct)p(r—ct)+ 5 (r+ct)p(r+ct) + i/rfct s(s)ds (3.128)
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y finalmente utilizar (3.118) para obtener la solucién al problema original

u(r,t) = 1 (r—ct)¢p(r—ct)+

1 1 r+ct
> (r+ct) ¢(r + ct) +—/ s(s)ds

2cr

Z r—ct
1 ct 1 ct 1 rtct
=5 (1 - 7)<p(r —ct) + 5 (1 + 7)¢(r+ct) + E/r_ct sP(s)ds

(3.129)

Notese que, a diferencia de la cuerda vibrante donde las ondas que viajan a la
derecha e izquierda preservan la mitad de la amplitud original, en las ondas
esféricas se atentia la amplitud de la onda entrante (al origen ) y se amplifica la
amplitud de la onda saliente ( del origen ).

Ejercicio 1. Resuelva el problema de propagacion de ondas esféricas (3.115)—(3.117)
para las condiciones iniciales dadas por

(@) ¢(r) =4(r), () =0
(i) o(r) =0,  9(r) =4(r)
(iii) ¢(r) =6(r),  9(r) =4(r)

e interprete geométricamente sus resultados.

3.4 Ecuacion de Difusion con Reaccion Lineal
El problema de valores iniciales de interés es en este caso

Ay —bus +cu =0 (3.130)
u(x,0) = f(x) (3.131)

para —co < x < oo, t >0, cona, b, c € Ry f una funcién dada.

Lo resolvemos utilizando un cambio de variable que transforma (3.130) en la
ecuacion de calor. Notamos que un cambio adecuado es de la forma

u(x, t) = ew(x,t) (3.132)
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con A una constante por determinar. Calculamos uyy y u;. Notando que x y
t son variables independientes, se tiene

Uy = My, (3.133)
up = eM(Aw +wy) (3.134)

que al introducir en (3.130) conduce a la ecuacién
awyy — bw; + (¢ —bA)w =0 (3.135)

Eligiendo A = c¢/b, suponiendo que b # 0, se tiene la ecuacién para w

AWyy — bwy =0 (3.136)
luego, de (3.132) se sigue que u(x,0) = w(x,0), con lo cual se obtiene el
problema transformado

a
wy = E Wxx (3.137)
w(x,0) = f(x) (3.138)

la solucién de éste, como se verd en un capitulo posterior, para a/b = a®> > 0
es

1
Va2t

Finalmente, se obtiene la solucién utilizando u(x,t) = e w(x,t) con A =

c¢/b. Esto es
u(x, t) =4/ b e%t/oo e_b<x4;t5)2f(s)ds (3.140)
! 4rat o '

Observe que dependiendo de si ¢/b < 0 6 c/b > 0 el factor exponencial
o

eb! respectivamente atentia o amplifica la temperatura u(x,t) a medida que

avanza el tiempo.

[} 7(,(75)2
w(x, t) = / e 4’ f(s)ds (3.139)

3.5 Ecuacion Lineal con Coeficientes Constantes
Hemos visto que la ecuacién lineal

Atxy +2buyy +cuyy +duy +euy+ fu=g (3.141)
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con a,b,c¢,d, e, f constantes arbitrarias y g funcién de (x,y), se escribe en
forma matricial como

(0'Qo+La+flu=g (3.142)

donde Q = <Z f),L— (d e)yad= (gx ),conelsuperindiceT
Y

denotando la matriz transpuesta; i.e. " = ( 9y 9y ).

Aplicando una transformacion lineal

(£)-5(;)

con R una matriz de rotaciéon (i.e. ortogonal propia) que diagonaliza Q, se
obtiene

(a/T Ql o +1'd +f/) U=aG (3.144)

/
dondeQ’:RQRT:(% 2>,L’:LRT:(d’ e’),a’:<g€),
n

=1 G@&n) = gx(&n) y&n) y Ugmn) = u(x(mn)y( 1)) Esdecir,

bajo esta rotacién, la ecuacién (3.141) se transforma en
o' Ugg + ' Uyy +d" Us + ' Uy + fU=G (3.145)

la cual puede simplificarse mas mediante un nuevo cambio de variable. En los
casos eliptico e hiperbélico (i.e. para a’ # 0 y ¢’ # 0) el cambio de variable es
de la forma

u(z, ) = ety (z,y) (3.146)

con A y B constantes por determinar. Para A = —d’/(24a") y B = —¢'/(2c')
la ecuacioén (3.145) se transforma en
dlZ 8/2 d_/ngi
a' Veg + ¢ Vi + (f’ — @)V =272 G (3.147)
queenel caso a’ = ¢’ corresponde a la ecuacién de Helmholtz (no homogénea )
o bien para a’ # ¢’ es una generalizacién de ésta.
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Por otra parte, en el caso paraboélico (por ejemplo, para a’ # 0y ¢/ = 0) el
cambio de variable es de la forma

U, n) = e v(g,n) (3.148)
Eligiendo A = —d’/(24’) se tiene la ecuacion transformada de (3.145)
d/2 a
& Vi Vy + <f’—H>V: S1%e (3.149)

Un cambio de variable extra

V(&) =ePTW(E, 1) (3.150)

con B = (d?/(4a")) — (f'/e') conduce a la ecuacién

d—',§+<4742,>'7
o' Weg +e Wy =e* 7\ ¥/ G (3.151)

Esto es, la ecuacién de difusién inhomogénea. En conclusién, el problema
general se reduce a resolver dos ecuaciones conocidas y después invertir los
cambios de variables.
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Capitulo 4

Método de Transformadas
Integrales

Un segundo método general para resolver EDP lineales con condiciones dadas
se basa en el uso de transformadas integrales. La técnica consiste en aplicar la
transformada integral al problema para convertirlo en uno soluble. Una vez
resuelto, se invierte la transformada integral para asi obtener la solucién al
problema original. El éxito de dicho procedimiento radica en la linealidad tanto
del problema como de las transformadas integrales; y de forma particular en la
transformada especifica que se elija. En este capitulo se introduce el método de
las transformadas integrales de manera general y se presentan las transformadas
mas comunes: de Laplace, de Fourier, de Mellin y de Hankel. En particular, se
utiliza la transformada de Fourier para resolver problemas de valores en la
frontera para la ecuacién de Laplace y problemas de valores iniciales para la
ecuacién de onda, para la ecuacién de calor y finalmente para la ecuacién
de Schrodinger. Se consideran tnicamente EDP homogéneas para funciones
de dos variables. A diferencia del método de separacién de variables, los
problemas que se resuelven por transformadas integrales estan definidos en
intervalos infinitos. Para hacer contacto con resultados previos se encuentra la
férmula de D’ Alembert como solucién al problema de Cauchy para la ecuacién
de onda unidimensional. Un ejemplo no estudiado anteriormente, pero que es
relevante, es determinar la funcién de onda de una particula cudntica sometida
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a un potencial rectangular finito. Concluimos resolviendo este problema, asi
como el problema de la particula cudntica libre.

4.1 Transformadas Integrales en General

Para una funcién escalar f(t) puede definirse

T} = [ Kl D @

llamada la transformada integral de la funcién f mediante el nidcleo K (sobre
el intervalo (a,b) ). Notamos que la integral (4.1) es funcién de w de tal forma
que podemos denotar

Flw) =T {f()} (4.2)
Esta notacién a su vez sugiere que puede haber una transformacién inversa que
satisfaga

f() =T {F()} (43)
Claramente una transformada integral 7 es lineal pues
b
TH{afilt) +ef(t)} = /a K(w, t) [e1fi(t) + 2 fo(8)] dt
_ / " K(w, Herfi (Dt + / " K(w, Desfu(b)dt
’ b

:Cl/a K(w,t)fi(t dt—i—cz/ (w, t)fa(t)
=aT{ft)}+aT{f(1)} (4.4)

para constantes arbitrarias ¢; y c,.
Maés generalmente, si la funcién escalar depende de mds de una variable,

por ejemplo f(x,t), pueden definirse transformadas integrales respecto a las
diferentes variables

Fxw) = T (f(x0) = [ Kalw Of(x, 0 @5)
Rk D) = (e 0) = [ Kalk 0)f(x,0ax ®6)
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donde el sentido de las integraciones es como integrales parciales. Ejemplos
de estas transformadas integrales serdan utilzadas para resolver ecuaciones
diferenciales parciales en secciones posteriores. A continuacién presentamos
algunas de las transformadas integrales mas comunes.

4.1.1 Transformada de Laplace

En este caso el nucleo de la transformacion es K(s,t) = e~ y el intervalo
de integracion es [0,00) de tal forma que la transformada de Laplace de la
funcién f(t) es

Ly = [ et @)
Condiciones suficientes para su existencia son:
(i) f seccionalmente continua en [0, o0 )
(ii) |f(t)] < Me® paratoda t € [0, ); donde M y a son constantes reales

y en tal caso la transformada es tinica.

Su inversa involucra una integracién en el plano complejo que no discutiremos
en estas notas.

4.1.2 Transformada de Fourier

En este caso el nicleo de la transformacién es K(w,t) = e™'/\/2m y el
intervalo de integracién es (—oo,00) de tal forma que la transformada de
Fourier de la funcién f(t) es

FUW) == [ et “9)

Condiciones suficientes para su existencia son:

(i) f seccionalmente continua en (—o0,00)

(i) [ 1F(0)]dt < oo
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y en tal caso la transformada es tnica.

Su inversa puede encontrarse con ayuda de la delta de Dirac y es

FH{F(w) e I (w)dw (4.9)

\/27'( /
Es comun encontrar la transformada de Fourier en términos de variables
asociadas a la “posicién” mas que al “tiempo”. Aqui utilizamos la notacién

F{f(x)) = % [ e fin (4.10)

FY{F(k) e TR F (k) dk (4.11)

- L

para la transformada inversa.

La representacién en (4.8) relaciona al tiempo t con la frecuencia angular
w mientras que la representacién en (4.10) relaciona la posicion x con el
nimero de onda k. Las cantidades w y k son fisicamente relevantes ya
que a su vez estan relacionadas a la energia E y al momento p de acuerdo
a la mecdnica cudntica. En ese contexto se distinguen pares de variables
conjugadas: {E,t} y {p,x} cuyas desviaciones obedecen el principio de
incertidumbre de Heisenberg (AxAp > h), el cual es propiamente descrito
por la transformada de Fourier.

Algunas de las propiedades maés ttiles para resolver ecuaciones diferenciales,
ademads de la linealidad, son

i) 7 {1 — i

dxn

(i) F{(f*g)(x)} = F(k)G(k)

donde (f *g) esla convolucién de f con g definida como
(80 = o= [ flx—s)go)i @12)

(iii) F{f(x —x)} = e®0F(k)

Ejercicio 1. Use las definiciones (4.10)—(4.11) para probar las propiedades anteriores.

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Seccién 4.1. Transformadas Integrales en General 121

4.1.3 Transformada de Mellin

En este caso el nicleo de la transformacién es K(s,t) = t*~! y el intervalo de
integracién es (0, c0) de tal forma que la transformada de Mellin es

MU} = [ o (413)

Condiciones suficientes para su existencia son:

(i) f seccionalmente continua en (0,00 )

(it) [T |f(t)|#'dt < oo paraalguna k >0
y en tal caso la transformada es tinica.
Su inversa involucra una integracién en el plano complejo que no discutiremos
en estas notas. Un ejemplo particularmente interesante de transformada de
Mellin es M {e~'} =T(s), donde I'(s) es la funcién gamma de Euler (i.e. la
generalizacion de la funcion factorial: T'(s) = (s — 1)!).
4.14 Transformada de Hankel

En este caso el ntcleo de la transformacion es K(s,t) = t],(st), con [, la
funcién de Bessel de primera especie y orden v, y el intervalo de integraciéon
es (0,00). De esta forma la transformada de Hankel de orden v > —1/2 dela
funcién f es

HAFO} = [ (st f (e @14
Condiciones suficientes para su existencia son:

(i) f seccionalmente continua en (0,00 )

(i) [Tf(H)]H2dt < oo

y en tal caso la transformada es tinica.

Su transformada inversa es

U {F(s)) = /0 sJu(st)E(s)ds (4.15)
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4.2 Ecuacién de Laplace

4.2.1 Problema de Dirichlet en el Semiplano Superior

Podemos comenzar con el problema de Dirichlet en el semiplano superior. Esto
es,

x + 1ty = 0 (4.16)
u(x,0) = f(x) (4.17)

con u(x,y) acotada para —oo < x < 00, y > 0.

La funcién u(x,y) que satisface este problema puede interpretarse fisicamente
como el potencial electrostatico en el semiplano superior sujeto al valor f(x)
en todo el eje x. Esta interpretacién se tiene debido a que una de las ecuaciones
de Maxwell (la ley de Gauss eléctrica) conduce a la ecuacién de Laplace para
el potencial escalar.

El problema puede resolverse utilizando el método de la transformada de
Fourier en la variable x (lo cual es necesario para poder transformar el dato
(4.17)). Empleandol

U(k,y) = F{u(x,y)} = % /_Z e®*u(x,y)dx (4.18)
transformamos (4.16) para obtener

F{ugx +uyy} = F{0} (4.19)
que, debido a la linealidad de F, es

F{uxx} + F {uyy} =0 (4.20)

1 A partir de este punto suponemos que las funciones involucradas tienen una
transformada de Fourier. Para ello basta con que sean seccionalmente continuas
y absolutamente integrables en (—o0,00). Sin embargo, estas hipétesis no son
indispensables ya que es posible obtener transformadas de Fourier de funciones
generalizadas o distribuciones como la delta de Dirac.
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Usando las propiedades F {uyy} = (—ik)2F {u(x,y)} (pues la transformada
es respectoa x)y F{uy,} = %]—— {u(x,y)} (suponiendo que las derivadas
respecto a y pueden conmutarse con la integral sobre x) se obtiene
92
(—ik)*U(k,y) + WU(k,y) =0 (4.21)

la cual puede reescribirse de forma compacta como
Uy — kU =0 (4.22)

Es decir, la ecuacion transformada es esencialmente una ecuacién diferencial
ordinaria respecto a la variable y (aunque debe tomarse en cuenta que U
también depende de k).

Para completar el problema se debe transformar también la condicién de
frontera (4.17). Esto da directamente

Flu(x,0)} =F{f(x)} (4.23)
Es decir
U(k,0) = F(k) (4.24)
es la condicién de frontera en el espacio de la variable k. Con esto se tiene que
el problema a resolver se ha transformado en
Uyy — KU =0 (4.25)
U(k,0) = F(k) (4.26)

Para k # 0 dos soluciones linealmente independientes de (4.25) son
U, = Ay (ke y Uy = Ay(k)e ™™ (4.27)

las cuales pueden ser no acotadas cuando y — oo (dependiendo del signo de
k). La combinacién mas general de éstas que permanece acotada para toda
y >0 es?

U(k,y) = A(k)e kv (4.28)

2 Una condici6n necesaria para que una funciéon f(x) tenga transformada de Fourier
es que sea acotada y puede verse que cuando existe la transformada F(k), ésta también
es acotada. Se sigue entonces que si F(k) es no acotada, entonces f(x) también seria
no acotada.
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Puede verificarse trivialmente que ésta es soluciéon de (4.25) para cualquier
funcién A(k). Imponiendo la condicién de frontera (4.26) en ésta se tiene

F(k) = U(k,0) = A(k)e? (4.29)
de donde se sigue que A(k) = F(k). Se tiene entonces que la solucién al
problema (4.25)—(4.26) con U(k,y) acotada para toda y > 0 y para toda

—00 <k < o0 es?
U(k,y) = F(k)e Kl (4.30)

Lo que sigue ahora es aplicar la transformada inversa de Fourier para regresar
al espacio de posiciones. Utilizando

u(x,y) = F-L{Uk, / e~ (k, (4.31)
(x,y) =F {U(ky)} \/— (k,y)dk
directamente en la solucion (4.30) se tiene
F Uk y)} = 7 {Fk)e 1} *32)

Denotando G(k) = e~ k¥ y utilizando la propiedad de la convolucién

FHGREK)} = (g% f)(x) (4.33)
se encuentra
u(x,y) = (g* f)(x) (4.34)
donde
g(x) = 71 e} — \/Z (M) (4.35)
' flx) = FH{F(k)} (4.36)

3 Falta considerar el valor k = 0, pero en tal caso se tendria la solucién general
U(0,y) = Ai(0)y + A,(0), la cual es acotada para toda y > 0 siempre que A,(0) =0
y A,(0) sea cualquier real. Claramente esta solucién puede obtenerse como el caso
particular k = 0 de (4.28), de tal forma que no era necesario considerarlo por separado.
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Finalmente, utilizando la definicién de la convolucion con estas funciones se
obtiene

27 [}
_L o2 y
- [ () Foes
oy [ f(s)ds
o /—oo (x—s)Z+12 (4.37)

Ejercicio 1. Muestre que

o) 2 ()

Ejercicio 2. Demuestre que la funcion u(x,y) dada por (4.37) es solucién al problema
de Dirichlet en el semiplano superior definido en (4.16)—(4.17) para u(x,y) acotada.

Ejemplo 1. Encuentre la solucion al problema de Dirichlet en el semiplano superior si
el potencial en el eje x es f(x) = 8(x). Esto es, el potencial sobre el eje x es un pulso
en el origen.

Solucién. Utilizamos la solucion (4.37) con f(s) = é(s) y evaluamos la integral
directamente usando las propiedades de la delta

o0 d
uxy) = 7% /—oo (x —(ss))2 j—yz
Y 1

T (x —s)2 4 y?

_ 1y
T (4.38)

5=0

Ejemplo 2. Encuentre la solucion al problema de Dirichlet en el semiplano superior si
el potencial en el eje x esahora f(x) =Y, _ d(x —n). Esto es, el potencial sobre el
eje x estd compuesto de un pulso en cada valor entero.

Ecuaciones Diferenciales Parciales



126 Capitulo 4. Método de Transformadas Integrales

Solucién. Introduciendo directamente f(s) = Y.> _d(s —n) en (4.37)y
evaluando la integral suponiendo que [Y(---) =) [(---) se encuentra

> LO(s—mn)ds
ulxy) = / an—s<)2+y)

Z /°° (s —mn)ds

n=—co x_52+y

1
Z& (x—s)2+y

A= :IIQ :l

[e9)

=

De aqui se observa que el potencial para esta condicién de frontera es la suma
de los potenciales de cada uno de los pulsos individuales.

Ejemplo 3. Encuentre la solucién al problema de Dirichlet en el semiplano derecho:
x >0, —co <y < oo, con la condicion de frontera u(0,y) = f(y),y u(x,y) acotada
en todo el semiplano.

Solucién. Debido a la simetria de este problema con el del semiplano superior,
simplemente intercambiamos x con y en la solucién (4.37) para obtener

M%y%—%/zgi§3?55 (4.40)

Ejemplo 4. Encuentre la solucion al problema de Dirichlet en todo el plano con la
condicién de frontera u(x,0) = f(x),y u(x,y) acotada fuera del eje x.

Solucién. Siguiendo el mismo tratamiento del problema del semiplano superior,
se llega a la misma ecuacién (4.25) y condicién de frontera (4.26). La solucién a
este problema acotada en todo el plano es ahora

U(k,y) = F(k)e Ikl (4.41)

Tomando la transformada inversa de Fourier de ésta y usando la convolucién

_ vl e fls)ds
u(x, y) /’ P (4.42)

se encuentra

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Seccién 4.3. Ecuacién de Onda 127

Ejemplo 5. Encuentre la solucion al problema de Dirichlet en todo el plano con la
condicién de frontera u(0,y) = f(y), y u(x,y) acotada fuera del eje y.

Solucién. De manera andloga se encuentra

u(x,y) = L;' /_ : sz/:((SyM_SS)Z (4.43)

4.3 Ecuacion de Onda

4.3.1 Problema de Cauchy para la Cuerda Vibrante Infinita

Ahora queremos resolver el problema de valores iniciales para la cuerda
vibrante infinita

Upp = c2uxx (4.44)
u(x,0) = ¢(x) (4.45)
u(x,0) = p(x) (4.46)

definida para —co < x < 0o, t > 0 empleando la transformada de Fourier.

Como hemos visto, la funcién u(x,t) puede interpretarse como la longitud
transversal correspondiente a la desviacion del equilibrio de la cuerda vibrante
en cada punto x y en cada tiempo f.

Nuevamente, el hecho que las condiciones iniciales queden en términos de la
variable x nos conduce a utilizar la transformada de Fourier en la variable x.
Esto es

Uk, t) = F{u(x,t)} = kx 1y (x, t)dx (4.47)

1 (e9)
T /_oo ¢
Aplicando esta F a cada una de las ecuaciones (4.44)—(4.46) utilizando las
propiedades adecuadas (y llevando a cabo unas simplificaciones) se obtiene
el problema en el espacio de la variable k

Uy + KU =0 (4.48)
U(k,0) = &(k) (4.49)
U;(k,0) = ¥ (k) (4.50)
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La ecuacioén (4.48) es esencialmente la ecuacién del oscilador arménico para U.
Su solucién general en términos de exponenciales complejas es

U(k, t) = A(k) e + B(k)e ikt (4.51)

para funciones arbitrarias A y B. Imponiendo las condiciones iniciales (4.49)
y (4.50) se obtiene respectivamente

®(k) = U(k,0) = A(k) + B(k) (4.52)
¥ (k) = Us(k,0) = ick [A(k) — B(k)] (4.53)

Resolviendo este sistema para A y B se obtiene

A(k) = %@(k) — () (4.54)

¥ (k) (4.55)

que al introducir en (4.51) da la solucién

Uk, t) = <%d>(k) - ﬁw(@) elokt 4 <%<I>(k) + ﬁw(@) e ikt (4.56)

Para regresar a las variables originales aplicamos la transformada de Fourier
inversa

1

u(x, t) = F- Uk t)} = Nt

/ U (k, £)dk (4.57)
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Esto da

u(x,t) =

1
+

L ickt
26k‘~1’(k)> eickt i
L\P(k)) o ikt g
v —ik(x—ct)
zck‘P(k)> dk
1
(300

[e9)

D(k)e * gk 4

b —ik(x+ct)
+ M\P(k)) dk

1 1
2\/

—ik(x— Ct)dk—l— - /
—\/_

q)(k)efik(erct)dk
o

~¥(k)e L (k) o~ C+t) g

2C /27T / ( (

§¢(x —ct) + §4>(x +ct)

k) e ke _ (ke —ik(x—co) dk (4.58)

®©
% o [ (¢

La tdltima integral puede reescribirse usando el teorema de convolucién. Dado

que

se tiene

Es decir

i) ik 1
d { k } V 27 /—oo k dk

= \/f sgn(x) (4.59)
1 = —ik(x=ct) i _ \/z
T /_w e p dk = 5 sen (x £ct) (4.60)

]:71 iefik(:tct } _ / ﬂkx i ﬂk(:l:ct) dk
k ,/
—ik(x=tct) ]
\/27‘[ / k dk
= \/; sgn (x + ct) (4.61)
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Luego, como

FH{¥(K)} e TR (k) dk = () (4.62)

7=l

entonces, por el teorema de convolucién, se sigue que

F1 {i e—ik(ict)\}f(k)} = \/% /j: \/gsgn(xict —s)ip(s)ds
= %/m sgn(x £ ct —s)yP(s)ds (4.63)

Ahora, la funcién signo puede escribirse como

1 si s<x=ct
sgn(x +ct—s) = 0 si s=x=xct (4.64)
—1 si s>x=+ct

de tal forma que la integral en (4.63) es

/:: sgn(x ct —s)yP(s)ds = /

—00

x=tct

P(s)ds — / P(s)ds (4.65)
xEct
Con todos estos resultados podemos escribir el tiltimo sumando de (4.58) como

1 i —ik(x-+ct) —ik(x—ct)
ZC—m/_wk(‘f ke ¥ (k)e ) dk

- (}"1 {% e-fk<+“>qf(k)} _F {% e_ik(_“)‘i’(k)})
= ([ et st = [ s = et = s)pis)as)
([ veas = [7 wiots = [ piorts+ [ pisias)
_ % (/x_: P(s)ds +/:Ct1p(s)ds +/x: 5)ds +/x+a ds)
= [ wsgas (4.66)
Introduciendo esta expresién en (4.58) se obtiene finalmente
u(x, ) = p(x —ct) + 2 p(xtct) + o / idzp(s)ds 4.67)

esto es, la solucién de D’ Alembert.
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4.4 Ecuacion de Calor

4.4.1 Difusiéon de Calor a lo Largo de una Linea Infinita

El problema en cuestién ahora es la ecuacién de calor unidimensional con
condicién inicial. Esto es

U = 0Clyy (4.68)
u(x,0) = f(x) (4.69)

definida para —c0o < x < oo, t > 0. Vamos a resolverlo utilizando la
transformada de Fourier.

En este contexto la funcién u(x,t) puede interpretarse como la temperatura
en cada punto x de la linea y en cada tiempo t. Una vez mads, dado que la
condicién inicial es una funcién de la variable x, entonces debemos utilizar la
transformada de Fourier en la variable x. Esto es

Uk, t) = F{u(x,t)} x, t)dx (4.70)

/ zkx
\/_
Aplicando esta F a cada una de las ecuaciones (4.68)—(4.69) utilizando las
propiedades adecuadas (y llevando a cabo unas simplificaciones ) se obtiene
el problema en el espacio de la variable k

U; + a®k*U = 0 (4.71)
U(k,0) = F(k) (4.72)

La ecuacion (4.71) es esencialmente una ecuacion diferencial ordinaria para U
(aunque debe considerarse su dependencia en k). Su solucién, sujeta a la
condicidn inicial (4.72) es

2k2¢

U(k,t) = F(k) e ® (4.73)

Regresamos al espacio de la variable x aplicando la transformada de Fourier
inversa

u(x, t) = F LUk, t)} e T RxU (K, t)dk (4.74)

-7l
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y el teorema de la convolucién

FHGRF(k)} = (g f)(x) (4.75)

Dado que

e (4.76)

V2a2t

f(x)=F 1 {F(k)} 4.77)

se tiene que la solucién al problema es

u(x,t) (x—s)f(s)ds

-l

= \/_1 \/ﬁ e g f(s)ds

A f(s)ds (4.78)

= Tl

4.5 Ecuacién de Schrodinger

4.5.1 Particula en un Pozo Rectangular de Potencial

El dltimo problema que consideramos en este capitulo es la ecuaciéon de
Schrodinger unidimensional con condicién inicial

2
= o+ V(x)y (479)
#(x,0) = f(x) (4.80)

definida para —co < x < 00, £ >0, con [ |f(x)[?dx = 1. En el caso del pozo
rectangular de potencial se tiene

0 si 0<x<ua

- 4.81
V(x) {Vo si x<0, x>a (4.81)
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con V, > 0. La funcién 9(x,t) en este contexto es la funcién de onda de una
particula sujeta al potencial independiente del tiempo V(x).

Nuevamente utilizamos la transformada de Fourier en la variable x pues la
condicién inicial es una funcién de x. Esto es

Yk t) = F {p(x, 1)} f / ikx (x, £)dx (4.82)

Aplicandola a las ecuaciones (4.79)—(4.80) utilizando las propiedades adecuadas
(y llevando a cabo unas simplificaciones ) se obtiene el problema en el espacio
de la variable k

2
in¥y — ;—mk2‘1’ —~F{V(x)p} =0 (4.83)
¥ (k,0) = F(k) (4.84)

donde
0 si 0<x<a

FV)y} = { V¥ si x<0, x>a (4.85)

Podemos utilizar F {V(x)p} = V¥ y luego hacer la consideraciéon V, = 0
para 0 < x < a. De esta forma s6lo nos concentramos en el problema

‘I’t+h<h2k2+V0>‘I’:0 (4.86)
¥ (k,0) = F(k) (4.87)

cuya solucién es
Yk 1) = F(k) o h (B +V0)s (4.88)

Regresamos al espacio de la variable x aplicando la transformada de Fourier
inversa

P(x,t) = F ¥k 1)} \/_ / o~ (k, £)dk (4.89)
y el teorema de la convolucién
FHGIE®K)} = (g% ) (x) (4.90)
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Dado que
st = £ {onH ()
— 51 {e-;;vote-gim%}
71.Vt -1 7i?ltk2
= e ROV F {e 2m }
x2
= e_FitVOt —1 ei 2;751”
iht
m
- % RGN 25 (4.91)
Y 1
f(x) = FH{E®R)) @92)

se obtiene la solucién

7T J—00
- 27:th ™! / o 3 (=5F(5)ds (4.93)

valida para x <0y x > a, pero

plat) =y 27th /joe%(x_s)zf (s)ds (4.94)

para 0 < x < a.

Ejemplo 1. Determine la funcién de onda de una particula libre para la condicién
inicial: Y(x,0) = f(x), con [* |f(x)|*dx = 1.

Solucién. El resultado se encuentra escribiendo V; = 0 en toda la solucién

anterior. Esto es:
plxt) =y 27th /,oo e 31 (=9)'f (s)ds (4.95)
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para —oo < x < co. Por ejemplo, si

1
foy={ va SOsrse (4.96)

0 s x<0 x>a

se tiene la funcién de onda

P(x,t) = \/% /0 "ot sy (4.97)

Ejemplo 2. Determine la funcién de onda de una particula sujeta al escalén de
potencial

V(x) =

{0 si x < x (4.98)

Vo si x> xp
con Vyy # 0, para la condicién inicial: (x,0) = f(x), con [ |f(x)[?dx = 1.

Solucién. Utilizando el resultado principal de esta seccién se encuentra

,/% / e%("_s)Zf(s)ds si x < x
R (4.99)
% ei;lvot / e%(X7S) f(S)dS si x > Xo

Ejemplo 3. Determine la funcién de onda de una particula sujeta a la barrera
rectangular de potencial

Vo si 0<x<a
\% = - 4.100
(x) {0 si x<0, x>a ( )

para Vy > 0y la condicion inicial: (x,0) = f(x), con [ |f(x)[*dx = 1.

Solucién. Nuevamente utilizamos el resultado principal de esta seccién para
obtener

zm,ht e_%VUt / e%("_s)zf(s)ds si 0<x<a
P(x,t) = i o 4.101)

o © im
”?.nmiht / em("*syf(s)ds si x<0, x>a
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Capitulo 5

Problemas Mas Generales

En las aplicaciones se encuentran problemas més generales que los estudiados
en los capitulos anteriores. Por ejemplo, resolver EDP en geometrias no
rectangulares hace necesario introducir coordenadas curvilineas directamente
en los operadores diferenciales. Aunque ya se ha estudiado la separaciéon
de variables para la ecuacién de calor tanto en coordenadas cilindricas como
en esféricas (y por analogia, con el sector espacial de la ecuacién de onda
y de la ecuacién de Laplace) no se ha considerado su solucién de forma
explicita. El problema de determinar esas soluciones, lejos de ser ilustrativo,
es bastante técnico. Las ideas esenciales para atacarlos ya han sido expuestas
previamente y la metodologia particular, como el método de Frobenius, forma
parte de un curso optativo de Métodos Matemdticos. No obstante, un problema
accesible es determinar el potencial electrostatico en el interor del disco cuando
se conoce su valor en el circulo frontera. Otro problema de interés en este
capitulo corresponde a condiciones de frontera més generales. Lo ilustramos
resolviendo el problema de Dirichlet general para la ecuacién de Laplace en
el rectdngulo. Un problema relevante, también considerado en este capitulo,
corresponde a resolver EDP no homogéneas. Lo abordamos determinando
las funciones de Green y a partir de ellas construimos las soluciones generales.
Utilizamos como ejemplos los problemas unidimensionales para las ecuaciones
no homogéneas de onda, de calor y de Laplace (i.e. ecuacién de Poisson).
Elegimos utilizar la técnica de la transformada de Fourier porque permite
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138 Capitulo 5. Problemas Mas Generales

un tratamiento mds transparente y autocontenido. Para finalizar estas notas,
mostramos como las ecuaciones de la electrodindmica clasica de Maxwell
conducen a ecuaciones de onda no homogéneas para los campos eléctrico y
magnético, y a ecuaciones similares para los potenciales escalar y vectorial.

5.1 Geometrias No rectangulares

Como ejemplo de este tipo de problema consideremos determinar el potencial
u(p,¢) en el disco de radio a cuando se conoce el valor del potencial sobre el
circulo p = a. El problema es entonces resolver la ecuacién de Laplace dada en
coordenadas polares

1 1
Upp + —Up + —Upp =0 (5.1)
op 0 P PZ oP
para p < a, que satisface la condicién de frontera
u(a,¢) = f(¢), 0<¢<2m (5.2)

Dos condiciones adicionales que se piden a la funcién u(p,$) es que sea de
valores tinicos (i.e. univaluada) y acotada para p < a. Estas son necesarias
para poder interpretar fisicamente a la funcién u(p, ¢) como un potencial.

La solucién de este problema puede encontrarse utilizando el método de
separacion de variables. La propuesta es

u(p,¢) = R(p)®(¢) (5.3)

Al introducirla en (5.1) se obtiene

R'® + 1R'® + lchp” -0 (5.4)
P P
Multiplicandola por p?/(R®) se llega a la separacion
R// R/ q)//
2— I —
R +p R > A (5.5)

con A una constante compleja arbitraria. Se tiene entonces el sistema de
ecuaciones ordinarias

p?R" +pR' — AR =0 (5.6)
"+ AD =0 (5.7)
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La ecuacién para R(p) es una ecuacién de Euler mientras que la ecuacién
para ®(¢) es lineal de coeficientes constantes. Podemos resolver ambas para
cualquier valor de la constante A. Consideramos los casos relevantes:

(i)

Para A =0 la solucién general de (5.7) es
Q(p) =cip+c, (5.8)

la cual serd univaluada para ¢ € (—o0,00) s6lo cuando ¢; = 0 (de otra
forma ®(¢p) # P(¢p +2m) V ¢). Podemos tomar la constante arbitraria
c; = 1; esto es ®(¢) = 1. Luego, para (5.6) se busca una solucién de la
forma R(p) = p™. Se encuentra que m = 0 es raiz de multiplicidad 2 y
por lo tanto se tiene la solucién general

R(p) =kilnp+k, (5.9)

Esta es acotada para 0 < p < a siempre que k; = 0. Nuevamente,
tomamos R(p) = 1 con lo cual se tiene la solucién para este caso:

uo(p, ) = R(p)@(¢) =1 (5.10)
Para A # 0 la solucién general de (5.7) es

D(p) = cre™M? + cye’2? (5.11)
con A2 = A2 = Ay A+ A, = 0. Esta funcién serd univaluada
s6lo cuando sea periddica (de periodo 277), y eso sucede cuando A =
—n?, n = +1,42, ... de tal forma que Ay = iny A, = —in. La

solucién general univaluada (5.11) puede escribirse también en la forma
®(p) = ¢y cos(ng) + csen(n¢), con nuevas constantes c; y ¢;. Una vez
mas, la solucién de (5.6) se busca en la forma R(p) = p™ considerando
ya que A = —n?. Se encuentra que m = =+n y por lo tanto se tiene la
solucién general

R(p) =kip" +kp™" (5.12)

Esta es acotada para 0 < p < a siempre que k; = Ocuando n < 0 y
k, = 0 cuando n > 0. Sin perder generalidad elegimos R(p) = p" con lo
cual se tiene la soluciéon

un(p, @) = R(p)®(¢) = p"[crcos(np) +cosen(ng)]  (5.13)

paran=1,2,...

Ecuaciones Diferenciales Parciales



140 Capitulo 5. Problemas Mas Generales

A partir de éstas construimos la solucién mas general de (5.1) que es univaluada
y acotada en el disco 0 < p < a. Estaes

Z% 0, ¢

=Y+ E p" [, cos(ng) + B, sen(ng)] (5.14)

n=1

donde &, = v,¢1 y B = YuC2 cOn 7, constantes arbitrarias. Resta fijar la
condicién de frontera (5.2). Se tiene

f(¢) = u(a, ¢)
=7+ Z [, cos(ng) + B,sen(ng) ] (5.15)

Los coeficientes 7,, a, y B, se encuentran respectivamente: integrando (5.15)
sobre 0 < ¢ < 27, multiplicando (5.15) por cos(m¢) e integrando sobre 0 <
¢ < 2m, y finalmente multiplicando (5.15) por sen(m¢) e integrando sobre
0 < ¢ < 2m. Se obtiene

1 27 p
M=o / f(@)dg (5.16)
1
by = —5 J f( ) cos(n7r)d¢ (5.17)
1
Bo= i ) f( ) sen (n7t)de (5.18)
Notamos que 7, = /2, de tal forma que la solucién (5.14) finalmente se
escribe como
op) =3+ Y. ¢ [acos(g) + pysen(ng)] (5.19)

con los coeficientes «, y B, dados por (5.17)-(5.18) para n =0, 1, 2, ...
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5.2 Condiciones de Frontera Generales

Un ejemplo de problema de Dirichlet con condiciones de frontera generales
corresponde a la ecuacién de Laplace en el rectangulo [0,a] x [0,b]:

Uyy + tlyy = 0 (5.20)
u(x,0) = fo(x) (5.21)
u(x,b) = f(x) (5.22)
u(0,y) = &(y) (5.23)
u(a,y) = &(y) (5.24)

donde fo(x) y fi(x) son funciones definidas en [0,a], v () v & (v)
funciones definidas en [0, b ]. El primer hecho notable es que podemos escribir
la solucién como u = u™ + u® + u® + u® donde u"(x,y) es solucién del
problema

ey + ity = 0 (5.25)
u(x,0) = fo(x) (5.26)
u(x,b) =0 (5.27)
u(0,y) =0 (5.28)
u(a,y) =0 (5.29)

Uxx + Uy =0 (5.30)
u(x,0) =0 (5.31)
u(x,b) = fu(x) (5.32)
u(0,y) =0 (5.33)
u(a,y) =0 (5.34)
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u®(x,y) es solucién del problema

Uyx + Uy =0 (5.35)
u(x,0)=0 (5.36)
u(x,b) =0 (5.37)
u(0,y) = go(v) (5.38)
u(a,y) =0 (5.39)

y u®(x,y) es solucién del problema

e + 1ty = 0 (5.40)
u(x,0) =0 (541)
u(x,b) =0 (5.42)
u(0,y) =0 (5.43)
u(a,y) = g(v) (5.44)

La prueba se sigue directamente de la simple sustitucién en (5.20)—(5.24) de
u = u +u® +u® 4 4®; utilizando las hipétesis que cada u® es solucion
del problema respectivo. Notamos ademds que cada uno de los problemas
anteriores es andlogo a los otros tres, en el sentido que de la solucién de
cualquiera de ellos podemos inferir las soluciones de los demds. Elegimos
resolver el problema para u(x,y) definido por (5.25)-(5.29). Utilizamos
separacién de variables mediante la propuesta

u(x,y) = X(x)Y(y) (5.45)
Al introducirla en (5.25) se obtiene
X"Y + XY" =0 (5.46)
Multiplicandola por 1/(XY) se llega a la separacién
X// Y//
Z —__—A 47
X % (5.47)

con A una constante compleja arbitraria. Se tiene entonces el sistema de
ecuaciones ordinarias

X"—AX =0 (5.48)
Y'+AY =0 (5.49)
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ambas lineales de coeficientes constantes. Las condiciones de frontera que se
obtienen a partir de (5.26)—(5.29) son

X()Y(0) = fy(x) (5.50)

X(x)Y(b) =0 (5.51)

X0)Y(y) =0 (5.52)

X(a)Y(y) =0 (5.53)

con lo cual se obtiene el problema para X(x)

X'~ AX =0 (5.54)

X(0) = 0 (5.55)

X(a) = 0 (5.56)

La solucién de éste es bien conocida

ni
X(x) = sen(7x> (5.57)
con A = —(nm/a)?> para n = +1,£2,... Ahora, introduciendo esta A
en (5.49) y utlizando las condiciones de frontera (5.50)—(5.51) se obtiene el
problema para Y(y)

Y - (%)2 Y=0 (5.58)
Y(0) = C (5.59)
Y(b) = 0 (5.60)

con C una constante arbitraria, pero no cero, y n = £1, £2, ... La solucién
general de (5.58) es
Y(y) = kie@¥ ke TV (5.61)

con k; y k, constantes arbitrarias. Tenemos, por lo tanto, tres constantes
arbitrarias y s6lo dos condiciones para fijarlas. Esto nos deja la libertad de
escoger una de ellas. Imponiendo las condiciones de frontera (5.59)-(5.60) en la
solucioén (5.61) se obtiene la relacion

C= —2k1e¥bsenh(%b) (5.62)
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de tal forma que si tomamos k; = —(1/2)e~"@" se tendrd
nm
€ = senh (=) (5.63)

y, en tal caso, k, = (1/2)e b, Con todo esto, para esta eleccién de C se tiene
la solucién del problema (5.58)—(5.60)

1
Y(y) = _EQ_T eTy—i—EeT eV
1 nmi nrm
— o —-y) = (b-y)
5 (e ¢ )
nr
= senh(7(b—y)) (5.64)

A partir de (5.57) y (5.64) construimos las soluciones

) (x,y) = X(x)Y(y)
= sen(%x) senh(%(b - y)) (5.65)

paracada n = £1, £2, ..., y con ellas la solucién general

ul(xy) = Y a,u(x,y)

[ee]
= Z o, 'V (x,y) (5.66)
n=1
con los coeficientes «, = a, + a_, aun por ser determinados. Para fijarlos

imponemos la condicién de frontera (5.26). Se tiene
fo(x) = u®(x,0)
= Z a, u'(x,0)

n=1

;i &, senh(%b) sen(?x) (5.67)

de donde «, senh(ntb/a) son los coeficientes de la serie de Fourier de senos
de la funcién fy(x) (i.e. de su extension impar alrededor de x = 0 y periédica
de periodo 2a). Es decir

«, senh(%b) = % /Oﬂ fo(x) sen(%x) dx (5.68)
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De todo este andlisis concluimos que la solucién al problema (5.25)-(5.29) es

u(x,y) = i a, sen(%x) Senh(%(b _]/))

n=1

con los coeficientes &, dados por

2 a nr
fn = a senh(%b) /0 folx) ben(Tx) dx

Analogamente, la solucién al problema (5.30)—(5.34) es
@ _y nn nr
u?(x,y) E B sen( p x) senh( p y)

con los coeficientes 3, dados por

Bn = T eonh (P5g) senhZ(%b) /Oafb(x)sen(%x) dx

De igual manera, la solucién al problema (5.35)-(5.39) es

nrt 7T

u (x,y) = Y o sent ("7 (0~ x)) sem (27
n=1

con los coeficientes -y, dados por

2 b nr
Ve = b senh(%a) /0 $(v) sen(Ty) dy

y finalmente, la solucién al problema (5.40)—(5.44) es

u(x,y) = i Ha senh(%x) sen(%y)

n=1

con los coeficientes y, dados por

2 b nrw
P = b senh(%a) /0 8:(v) sen(Ty) dy

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)
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De esta forma, se tiene la solucién al problema completo (5.20)—(5.24)

u(x,y) = u (x,y) +u®(x,y) +u®(x,y) + v (x,y)
{ben(%x) {(X,, benh( (b— y)) + B. senh(?y)}

+ sen (%y) ['y,z senh( > (a— x)) + p, senh (%x” } (5.77)

=M8

con los coeficientes «,, B, V., Y H. dados por

= ek () / folx)sen (") dx (5.78)
b= gy [ S (T e
T = m /0 () sen(%y) dy (5.80)
o = m /Ohga(y) sen () dy (5.81)

paran=1,2,...

5.3 Ecuaciones No homogéneas: Funciones de Green

El problema en cuestién es
Lu=g (5.82)

donde £ es un operador diferencial lineal. Para fijar ideas podemos considerar

A 92 0> 0? d d

con a, b, ..., f, aligual que la funcién incégnita u y el término inhomogéneo
g, funciones de (x,y). Estoes, £ = L(x,y).

Para resolver (5.82) consideramos el problema alternativo

LG(x,y;8,m) = 6(x—)dy—1) (5.84)
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y notamos que al multiplicar esta ecuacién por g(&,#) e integrar sobre todos
los valores de ¢ y 1 (suponiendo que son (—oo,00)) se obtiene!

[ az [ anLewyems@n = [ de [ anste- st - mg@n)
= /_Zdéé(x—6)/_:d175(y—17)g(§,17)

= [ deote-ozy)
=g(xy) (5.85)

Ahora, dado que £(x,y) es un operador diferencial de segundo orden; basta
con que G(x,y;¢,7) sea de clase C? para que £ pueda salir de las integrales.
Suponiendo ésto, se tiene

E/_c: 48 /_Z dn G(x,y;8,1)8(&, 1) = g(x,y) (5.86)

Al compararla con (5.82) obtenemos directamente que

u(x,y) = /:: g /: dn G(x,y;¢,1)8(8, 1) (5.87)

es la solucién al problema original. La funciéon G(x,y; ¢, 1), que satisface (5.84),
es llamada la funcién de Green asociada al operador diferencial lineal £. Dado el
carécter de funciones unidad de las deltas de Dirac, G(x,y; &, 1) puede pensarse
como el operador inverso de £. Otro aspecto notable es que a partir de su
conocimiento puede obtenerse la solucién general del problema original. En
ese sentido la funcién de Green asociada a £ es una solucién fundamental.

Nota: Anticipando un cambio de signo al aplicar una transformada de Fourier
a derivadas de segundo orden, es comun elegir el término inhomogéneo como
—g vy en ese sentido definir la funcién de Green considerando el lado derecho
de (5.84) igual a —6(x — ¢)é(y — 17). En estas notas se empleard tal definicién.

1 Hacemos uso del hecho que la delta es par; i.e.
I(x—xy) = 6(xp — x)

la cual se sigue directamente de su definicién en términos de la funcién d,(x).
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5.3.1 Funcién de Green para EDO
Primer Problema

Comencemos por resolver la ecuacién

y' —ay = —f(x) (5.88)

para a > 0.2 Estoes, Ly = —f, con £ = (d*>/dx?) — a?. La funcién de Green
asociada, G(x;¢), satisface

G" —a’G = —-6(x—7¢) (5.89)
Para resolver esta ecuacion utilizamos la transformada de Fourier

Gk &) = F{G(x; &)} ™G (x; &)dx (5.90)

vl

Aplicandola a (5.89), empleando las propiedades adecuadas, se obtiene

(—ik)?G — a*G = — \/;_ elke (5.91)
7T

=_(_1 1 ke
6= () (L) 592

Regresamos a las variables originales aplicando la transformada inversa

esto es

G(xg) = FH{C(k)) [ ecmaa  699)
\/_
directamente en (5.92). Se encuentra
G(x;6) = (p*q)(x) (5.94)
2Si a = 0 la solucién se encuentra integrando dos veces la ecuacién y” = —f(x).

Esto es :
yx) == ["az [Canfin +ex+e

con c; y ¢, constantes arbitrarias. Y si 4 < 0, se encuentra exactamente la misma
solucién que en el caso a > 0, pero con a reemplazada por |a|.
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donde
p(x) =F! {ﬁ} (5.95)
g(x) = F1 {% elké} =6(x—¢) (5.96)

Considerando la transformada de Fourier de la exponencial e ~|*| se encuentra

_ 1 Tl
p(x) =F 1{—k2+a2}— 7 Tl © jax] (5.97)

En particular, para a > 0 se tiene |a| = a. Introduciendo las expresiones para
p v g en (5.94) se obtiene la funcién de Green

G(x;¢) = (p*q)(x)
r/

e ~alx=Cl (5.98)

(x —s)q(s)ds

211

A partir de ella se construye la solucién particular a la ecuacién (5.88); la cual
es

v = [ Gmof@de

= o [ e tpa 599)

Noétese que la solucién general a la ecuacién (5.88) serd

Y = Crem 4 oo 4 o [ e dlf g (5.100)

con C; y C, constantes arbitrarias.

Segundo Problema

Empleando los resultados anteriores podemos construir la solucién de la
ecuacion

Y +aty = —f(x) (5.101)
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Observamos que al introducir el cambio @ — =+ia en el problema original (5.88)
se obtiene la ecuacién (5.101). De este modo, simplemente aplicamos el mismo
cambio a la funcién de Green (5.98) para obtener

G(x;¢) = z(ilm) o~ (Fa)lx=g| (5.102)

Es decir, en este caso se tienen dos funciones de Green

Gi(x;¢) = = e*ial=tl (5.103)
Empleando alguna combinacién lmeal de ellas como la funcién de Green,
G(x;¢) = A,G(x;8) +A_G_(x;¢), con A, y A_ constantes (complejas en
general ) tales que A, + A_ = 1, se obtiene la solucién particular de (5.101):

yx) = [ Gwaf@

e}

= [ 14.6.(6:0) + A-G(x:0)] f(2)de
_ / [ A eith=el— 4 eietl] f(g)dg (5.104)
2a
La solucién general es por lo tanto
y(X) =C, eiax+cz o —iax + i/ {A_Feia\xfﬂ _ A_efia|x7§|} f(é’)dé’
(5.105)
con C; y G, constantes arbitrarias. Por ejemplo, se tienen soluciones simétricas

para A, =A_=1/2

C, eitX 1 C, o—iax 2 poo | elalx—g| _ o—ialx—¢] .
y(x>_ 1€ +Ce —.—5/700 5 f(g)(:

= C el 4 Cyei¥ % /_Z sen (a]x — ¢|) f(&)de (5.106)

Concluimos esta parte remarcando que otra forma de definir la funcién de
Green asociada al operador diferencial £ es como la solucién del problema
de Dirichlet homogéneo

L en QO (5.107)

G
G en 0Q) (5.108)

Emplearemos ésta en lo que sigue.
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5.3.2 Funcién de Green para EDP
Ecuacién de Onda

Consideremos el problema de Cauchy homogéneo para la ecuacién de onda
unidimensional no homogénea

Ut — gy = —f(x,t) (5.109)
u(x,0) =0 (5.110)
ug(x,0) = 0 (5.111)

definido para —co < x < oo y t > 0. Este problema puede interpretarse como
las vibraciones de una cuerda infinita que parte del reposo y con velocidad cero,
pero que todo el tiempo estd sujeta a un forzamiento —f(x, t). Para resolverlo
consideramos la ecuacién para la funcién de Green asociada

Gt — ®Gyy = —0(x — E)o(t — T) (5.112)

La solucién de ésta puede encontrarse utilizando transformadas de Fourier
respectoa x y t respectivamente. Denotdndolas

U(k,t;&7) = Fo{G(x, & 1) e®*G(x,t;¢,T)dx (5.113)

b= L

Vik w;& 1) = F{Uk £ 7) \/_/

Uk, & T)dt  (5.114)
y aplicando (5.113) a (5.112) se obtiene
1
Uy + KU = —6(t— 1 ( e1k¢> 5.115
tt ( ) \/ﬂ ( )

donde hemos utilizado el hecho que Fy{Gyx} = (—ik)>U. Aplicando (5.114)
ahora a (5.115) conduce a

1 . 1
.2 2 2v; elwT ik&
wV +kcV = ( )(—e ) 5.116
V21 V2m ( )
donde esta vez empleamos F;{Uj} = (—iw)?V. Simplificando se tiene

O
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Para regresar a las variables originales aplicamos ahora las transformadas
inversas

Uk, &) = FrHV(k w; & 1) e TtV (k,w; &, T)dw (5.118)

b= L

G(x, t:8,7) = Fo UK 5E,7) \/_/

e UK, E T)dk  (5.119)

respectivamente. Elegimos actuar primero con F; ! y luego con F;! para
evitar introducir notacién nueva, pero puede verse que el orden inverso
produce exactamente el mismo resultado. La aplicacién de (5.118) a (5.117)
conduce a

(1 .
U= (=) et (5.120)

donde (p*q)(t) eslaconvolucién de p y g, con

p(t) = ! {a)z_lw} (5.121)
q(t) = F1 {\/% ei“”} =(t—1) (5.122)

Ahora, p(t) puede encontrarse a partir del resultado (5.97). Notando que en
aquel caso la transformada inversa es de k a x pero en ésteesde w a t, e
introduciendo a = *ikc se tiene

_ 1 7T 1 —(+i
p(t) =7 {m} = \/; <%> o~ (FkelH (5.123)

Esto es, hay dos posibles funciones p(t) que denotamos

p(t) = \/f (;:) o kel (5.124)

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Seccién 5.3. Ecuaciones No homogéneas: Funciones de Green 153

Introduciendo las expresiones para p. y q en (5.120) se obtienen dos funciones
U, que, andlogamente, denotamos

e t56,7) = (= o) (s )0
= (\/1271 lk@) W/ pa(t —s)q(s)ds
_ (# eiké) — \/; (E) oIt 5(s — 7)ds
_ (L eikg)(ﬂ eiikct—ﬂ)
V27 2kc

A e T A S
= <2kc e T e (5.125)

Ahora aplicamos (5.119) a esta tltima para obtener

Gi(x,¢,7) = (¢« * ) (x) (5.126)

donde
pi(x) = F; ! {;lc ket T'} (5.127)
¥(x) = Fyl {\/% eiké} =5(x—¢) (5.128)

Para encontrar ¢, (x) observamos que
+i +1
—1 —* —_ ot
Fy {ch} r \/;sgn( x) (5.129)
F1 {eiikdf—f\} = V21 5(x — [£c|t — 1]]) (5.130)

de tal forma que por la propiedad de la convolucién se tiene
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¢(x) = \/%/_Z (%@sgn(x—s))(\/ﬂa(s— (et — 7)) ds
- :zt—cl\/g/_isgn(x—s)d(s—[:I:c|t—T|])ds
+1

= 22 B sgn(x — [ |t —1]))

2c V2
1 |/m

Con todo esto se tienen las dos funciones de Green
Ge(x,t;6,7) = (¢ *9)(x)
1 o]
= — x —s)(s)ds
Tz [ e =90
+1 /1 o0
-3 \/;E/_wsgn(x—sqidt—’r)5(S—§)ds

- %sgn(x—gqidt—ﬂ]) (5.132)

Para construir la solucién al problema original utilizamos la combinacién lineal
simétrica

G(x,t;¢,7) = %[G++G,}
:é[Sgn(x—é—c\t—ﬂ)—sgn(x_§+c|t_r|)] (5.133)

A partir de ésta se obtiene la solucién

u(x,t) = /:: ag /0th G(x, ¢, 1)f(E ) (5.134)

Notese que el intervalo de integracién sobre T es [0,f] (pues no se aceptan
contribuciones desde el futuro T > t). Para facilitar la integracién invertimos
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el orden de las integrales haciendo uso del teorema de Fubini. Se sigue que

u(x,t) = /Oth/_ZdCG(x,t;g,r)f(g,T)
B é/oth/_ngsgn([x_c(t—TH—é’)f(C/T)
- %/oth/_Zd‘ﬁgn([x”(f—TH -Of( 1) (5135

donde hemos utilizado el hecho que 0 < 7 < t para simplificar los
valores absolutos. Las integrales sobre ¢ pueden evaluarse considerando que
sgn([x —c(t—1)]—¢)=1para{ <x—c(t—7) yque sgn([x —c(t—71)] —
¢) = —1 para § > x — c(t — 7) (enla primera integral ) y que sgn([x + c(f —
T)]—¢) =1para { < x+c(t—17) yque sgn([x+c(t—71)] — &) = —1 para
¢ > x+c(t— 1) (enlasegunda integral ). Con todo esto se encuentra

wwt) =g [Coe[ [ e - [T s
- é/@td‘f /x+ct 7) 4z £(&,7) — /xi(t dé‘f(é,l')]
L e / Yarem [ déf@,r)}
N é/tdr / A +/ dé‘f(éﬂ)]

:4c/ /;it: d{,‘fé“r)
_ / / e A fET) (5.136)

Para concluir utilizamos el resultado anterior y la férmula de D’ Alembert para
escribir la solucién al problema general

Ut — CPllyy = f(x,t) (5.137)
u(x,0) = ¢(x) (5.138)
u(x,0) = 9p(x) (5.139)
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Esta es

1 1 [xtct x+c(t—1)
u(x, t)==¢p(x—ct)+ = 4)(x+ct)+ / ds(s) / / dsf S, T)
2 2¢ Jx—ct
(5.140)
valida para —co < x < co y t > 0. La interpretacién es en este caso: cuerda
vibrante sometida al forzamiento f(x,t) pero que parte de la forma inicial
¢(x) con velocidad inicial (x) al tiempo t = 0.

Ecuaciéon de Calor

Consideremos ahora el problema de Cauchy homogéneo para la ecuacién de
calor unidimensional no homogénea

U — 02Uy = —f(x,t) (5.141)

u(x,0) =0 (5.142)

definido para —co < x < oo y t > (. Este problema puede interpretarse como
la difusién de calor por los extremos de la linea infinita cuya distribucién inicial
de temperatura es idénticamente cero (igual a la del medio o baio térmico ), pero

que todo el tiempo estd sujeta a una fuente externa —f(x,t). Para resolverlo
consideramos el problema para la funcién de Green

Gt — &2Gyy = —6(x — E)o(t — 1) (5.143)
Encontramos su solucién utilizando transformadas de Fourier respectoa x y a

t, respectivamente, que nuevamente denotamos

Uk, tE 1) = Fo{G(x, 5E 1)) = ™G (x, & T)dx (5.144)

e

Vkw;& 1) = F{U(k £ 1) \/_/

Uk, t; & T)dt  (5.145)
Aplicando (5.144) a (5.143) se obtiene
Uy 4+ KU = —6(t — 1) (Lz efk5> (5.146)
T

donde hemos utilizado el hecho que Fy{Gyy} = (—ik)?U. La aplicacién de
(5.145) ahora a (5.146) produce

7T 7T
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donde esta vez empleamos F{U;} = (—iw)V. Simplificando obtenemos

()

Para regresar a las variables originales aplicamos las transformadas inversas

Uk, t6,7) = Fr V(K w & T) \/ﬁ/ ¢~ (K, 0; & T)dew (5.149)
G(x,t¢,7) = F- UK & 7) \/_/ e~ R UK tE T)dk  (5.150)

respectivamente. Como antes, se elige aplicar primero .7-" y luego Fy!
para evitar introducir notacién nueva, pero puede verse que el orden inverso
produce exactamente el mismo resultado. La aplicacién de (5.149) a (5.148)
conduce a

(L i)
U= (= o) () (5.151)

donde (p *q)(t) esla convoluciénde p y g, con

_ 1 1
1 .
q(t) = ft_l {E elwr} = 5(1' - T) (5153)

Ahora, p(t) puede encontrarse utilizando un resultado anterior. Se tiene

p(t) = F/ ! {é} = —V2r (e (5.154)

iw — k2a2
donde O(t) es la funcién de Heaviside (o escalén unitario)

1 sit>0
@(t){ 0 aioo (5.155)
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y ya hemos considerado el hecho que ¢t > 0. Introduciendo las expresiones
para p y g en (5.151) se obtiene

1 .
Uk 5E,T) = (E e”‘¢> (p*q)(t)
_ (1 iké) B A
(\/277'[6 -~ [wp(t s)q(s)ds
(ke LT 5y e—Re(=9) ) 5(s —
= (\/Z_ne ) zn/_oo< V2T O(t —s)e )(5(3 T)ds
1 ; K262 (-1
- (mekg)(—G(t—T)e Kt >)
(0t — )R- L ik
( Ot —1)e )(\/Ee ) (5.156)
Ahora aplicamos (5.150) a esta dltima para obtener
G(x, tE,1) = (¢*9)(x) (5.157)
donde
p(x) = F; 1 {—@(t - r)e—"Z“z(f—T)} (5.158)
() = Fo1 {\/% ez’kc} —5(x— ) (5.159)

La transformada (5.158) ya fue calculada anteriormente; su resultado es

—O(t—1) 2

e 4X(t-7) 5.160
V202 (t — 1) ( )

O e e

De esta forma se obtiene la funcién de Green

G(x, £;¢,7) = (¢ ¢)(x)

= ) ¢ w0 (5.161)

Ecuaciones Diferenciales Parciales



Seccién 5.3. Ecuaciones No homogéneas: Funciones de Green 159

A partir de ésta construimos la solucién al problema original

u(x,t) = /jo d@/oodTG(x,t;é‘,T)f(é,T)
/ dé/ ( 47m2(t—1')e | )>f< ™)

1)  (x=0?
- _/ dé/ dT—e w0 f(¢, 1)
—o0 VATa2(t — 1)

2

- / m/ &z e W0 £(5,1)

(5.162)

Note que el intervalo de integracién para T se reduce a [0,t] debido a la
funcién de Heaviside. Para finalizar utilizamos el resultado anterior y la
solucién al problema de Cauchy para la ecuacién de calor homogénea para
escribir la solucién al problema general

U — 0Py = f(x,t) (5.163)
u(x,0) = g(x) (5.164)
Esta es
o _x=s?
u(x,t)= 47m2 / dse 4w2r g(s +/ \/m/wds e -1 f(s,7T)
(5.165)

valida para —co < x < oo y t > 0. La interpretacién es en este caso: linea
infinita que disipa ( 0 absorbe ) calor del ambiente sélo a través de sus extremos.
Parte de la distribucién inicial de temperatura g(x) al tiempo t = 0 y estd
sujeta a la fuente externa f(x,t) en todo punto y a todo tiempo t > 0.

Ecuacion de Poisson

Consideremos ahora el problema

Uyy + Uy = —f(x,Y) (5.166)
u(x,0) = 0 (5.167)
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definido para —co < x < 00 y —o0 < y < oo. La interpretacién ahora puede
darse en términos del potencial (electrostatico o gravitacional) u generado en
el punto (x,y) a partir de la fuente —f(x,y). Para resolverlo consideramos el
problema para la funcién de Green

Gxx + Gy = —6(x = §)é(y — 1) (5.168)

La solucién de ésta puede encontrarse utilizando transformadas de Fourier
respecto a x y y respectivamente. En este caso las denotamos

U(ky,y;8,1) = Fu{G(x,y;8,1)} ™ G (x,y;&,m)dx  (5.169)

r/

= = [ Bty iy 6170

V(kx/ky/"g/’?) fy{u ke, y;8,m)}

y aplicamos (5.169) a (5.168) para obtener

1
—kU + Uy = —6(y — ’7)( T "-*5) (5.171)

donde hemos utilizado el hecho que Fyx{Gyyx} = (—iky)?U. Aplicando (5.170)
ahora a (5.171) produce

KV —kV = — < (5.172)

1 eikyiy)< 1 eikx(;‘)
V2 V2

donde esta vez empleamos F,{Uy,} = (—ik,)?V. Simplificando obtenemos

1 Lo 1 ik
- (WXE )75 ) ¢173)

Para regresar a las variables originales aplicamos las transformadas inversas

U(ky,y:&m) = Fy H{V (ke ky; &)} e MYV (ky, ky; € 1) dky (5.174)

v
vl

respectivamente. Aligual que antes, se elige aplicar primero F,° 1 yluego F;!
para evitar introducir notacién nueva, pero puede verse que el orden inverso

G(x,y:6m) = Fy {U(kx,y;8,1)} e MU (ky, y; & m)dky (5.175)
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produce exactamente el mismo resultado. La aplicacién de (5.174) a (5.173)

conduce a .
U= (—— ikx¢> 5.176
(o= ™) =0 6176
donde (p*q)(y) esla convoluciénde p y g, con
w=rF1] 1 (5.177)
PV =7y e+k '
ay) =7, {L e”‘y”} =y —n) (5.178)
Y V21

Ahora, p(y) se encuentra directamente usando el resultado (5.97) con a = k.
Se tiene

1 w1
=F =V =2 — eIkl (5.179)
Ply) =7y {k§+k§} 2 Tk
Introduciendo las expresiones para p y g en (5.176) se obtiene
1.
ke, 8, 1) = (F ) (pe) )

( ’k’f§> /Oo —s)q(s)ds
( zkx§> w1
)

HE

_‘kx(y_s)lé(s — ﬂ)ds

NR

2 Jhy|

:l

( L kg ( T ety rm)
2lki] ©
1 1
— k(=) [ 2 oikx€ 5.180
(2|kx| )(") o0
Ahora aplicamos (5.175) a esta tiltima para obtener
Gl y;6m) = (¢x9)(x) (5.181)
donde
_ 1 -
o) = FoI {kal oIkl n)l} (5.182)
L1,
¥(x) = Ft {E e kxé} =6(x—¢) (5.183)
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Para encontrar ¢(x) se requiere seguir el camino adecuado; de otra forma los
calculos se complican y no conducen a ningtin resultado ttil. Se comienza con
la propiedad

F {f<"> (x)} = (—ik)"F(k) (5.184)

y se recuerda que se conoce
a? + x?

F{f'(x)} = ]—‘{z—x} =27 isgn(k) eI (5.185)

Luego, una primitiva de f'(x) = 2x/(a* +x?) es f(x) = In(a®+x?).
Utilizando n =1 en (5.184) e igualando a (5.185) se tiene

(—ik)F(k) = V27 i sgn (k) e~ (5.186)
Es decir
F(k) = —V2m |17| e~ k] (5.187)

donde hemos empleado el hecho que sgn(k)/k = 1/|k|. Multiplicando ambos
lados por la constante —1/(2v/27) se obtiene

1 1
— — F(k) = —— ookl 5.188
2V/27 (k) 20k © ( )

Ahora aplicamos la transformada inversa a la ecuacién anterior. Teniendo en
mente que F 1 {F(k)} = f(x) = In (a* 4+ x?), se encuentra

1 -1
F1 {2—k| e|ﬂk|} - or In (gZ + x2) (5.189)

Introduciendo los cambios F~ ' — Fyl, k — ky y a — y—1n (véase la
ecuacion (5.182) ) se sigue directamente que

P(x) = #;_n In[(y — )% + x?] (5.190)
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De esta forma se obtiene la funcion de Green

G(x,y:8,m) = (¢x9)(x)
_T/

¢—/ < [(y—n)? (x—S)ZD(S(s—C)ds
:—m[ + (-1 (5.191)

(x —s)p(s)ds

A partir de ella construimos la solucién al problema original

uGoy) = [ de [ anGlryemfen)

2 [T [T apnla-2r+ w-nsEn 619

Para concluir utilizamos el resultado anterior (y la solucién al problema de
Dirichlet para la ecuacién de Laplace) para escribir la solucién al problema
general

Uy + Uy = f(x,y) (5.193)
u(x,0) = g(x) (5.194)

Esta es
u(x,y) |y‘/ G2 tin / dC/ dpin[(x = &)+ (v —n)*] f(&n)
(5.195)

vélida para —c0 < x < 00, —c0 < y < co. La interpretacién es en este
caso: potencial (electrostatico o gravitacional ) generado por una distribucién
de fuentes (de carga eléctrica o masa) f(x,y), que ademds estd sujeto a la
condicién de frontera u(x,0) = g(x) paratoda y € (—o0,00).

5.4 Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio pueden expresarse como un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales acopladas que describe la dindmica de
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los campos eléctrico y magnético en funcién de las fuentes que los producen
(densidad de carga eléctrica y densidad de corriente eléctrica). En el sistema
de unidades de Gaussiano son

V-E =4mp (5.196)
V-B=0 (5.197)
10B
VxE=—-3 (5.198)
10E 4r

Los campos eléctrico y magnético, E(7,t) y B(7,t) respectivamente, son
funciones vectoriales que dependen tanto de la posicién 7 = (x,y,z) como
del tiempo t. En este contexto son llamados el campo de desplazamiento eléctrico
y campo de induccién magnética respectivamente. Las fuentes de éstos son
la densidad de carga eléctrica p y la densidad de corriente eléctrica J, también
funciones de la posicién y del tiempo. Los operadores V- y Vx son la
divergencia y el rotacional que acttian sobre vectores del espacio tridimensional,
y como es costumbre denotamos la derivada parcial respecto al tiempo como
0/0t. La constante c¢ es precisamente la magnitud de la velocidad de la luz en
el vacio ( cercana a 300,000 km/s).

Las ecuaciones de Maxwell ya eran conocidas y estudiadas en los fenémenos
electromagnéticos antes de que Maxwell las completara y agrupara. De esta
forma son comtnmente referidas por su nombre histérico. Por ejemplo, las
ecuaciones para la divergencia de los campos se conocen como ley de Gauss
eléctrica y ley de Gauss magnética (ecuaciones (5.196) y (5.197) respectivamente ).
La ecuacion para el rotacional del campo eléctrico (5.198) se denomina la ley
de Faraday y la ecuacién para el rotacional del campo magnético (5.199) es
llamada la ley de Ampere o ley de Ampére—-Maxwell. No es el objetivo de este
trabajo profundizar en los detalles de la electrodindmica de las ecuaciones de
Maxwell, sino simplemente mostrar la riqueza contenida en ellas. Hay tratados
suficientemente completos que pueden encontrarse generalmente bajo el titulo
de electrodindmica cldsica.
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Ecuaciones para los Campos

Un primer ejercicio es mostrar que los campos eléctrico y magnético que
satisfacen las ecuaciones de Maxwell, a su vez obedecen ecuaciones de onda.
Utilizando la identidad vectorial

V x (VxF)=V(V-F)—V?F (5.200)
se encuentra, aplicando directamente V x ala ecuacién (5.198),

V(V-E)—V?E =V x (—%%—f) (5.201)

Ahora, suponiendo B de clase C2, se puede conmutar el rotacional con la
derivada parcial respecto a t de tal modo que el lado derecho de (5.201) se
escribe como —(1/¢)(9/9t)(V x B). Introduciendo después las ecuaciones de
Maxwell (5.196) y (5.199) en (5.201) se obtiene

10 (10E 4m
_V2F— -2 (2=, 2
4ntVp — V°E <3 (C o + c ]) (5.202)

esto es, el campo eléctrico E satisface la ecuacion de onda inhomogénea

02 oJ
(ﬁ _ 02V2> E— _4n <c2Vp + g) (5.209)

donde, como puede observarse, las fuentes del forzamiento son Vp y 9]J/ot.
Analogamente, aplicando V x ala ecuacién (5.199)

(5.204)

Escribiendo el primer término del lado derecho como (1/¢)(9/9t)(V X E) e
introduciendo las ecuaciones de Maxwell (5.197) y (5.198) se encuentra

2
(aa? — c2v2> B=4mcV x| (5.205)

es decir, el campo magnético B de igual manera satisface la ecuacién de onda
inhomogénea pero con la fuente del forzamiento siendo 477cV X ] en este caso.

Ecuaciones Diferenciales Parciales



166 Capitulo 5. Problemas Mas Generales

Ecuaciones para los Potenciales
Como un segundo ejercicio introducimos las definiciones del potencial escalar
¢(7,t) y del potencial vectorial A(7,t), enrelacionaloscampos E(7,t) y B(7,t)

19A
E=—-V¢-— Eaa_t (5.206)

B=VxA (5.207)

que satisfacen la ley de Faraday (5.198) y la ley de Gauss magnética (5.197)
respectivamente. Aplicando V- a la ecuacién (5.206), considerando la ley de
Gauss eléctrica (5.196), se tiene

10
— 2 —_— e — . =
\Y% o5 (V-A)=4rmnp (5.208)
Dentro de la norma de Coulomb, V - A = 0, (5.208) es la ecuaciéon de Poisson
V2 = —4mp (5.209)

pero dentro de la norma de Lorentz, V - A+ (1/c¢)(d¢/dt) = 0, (5.208) es la
ecuacién de onda

2
(z?tz - c2v2> ¢ = 4rc*p (5.210)

De forma andloga, aplicando V x a la ecuacioén (5.207), considerando la ley de
Ampeére-Maxwell (5.199), se obtiene

10E  4m
. — 2 —_ - -
V(V-A)-V-A e + C J (5.211)
Introduciendo ahora (5.206) conduce a
10 10%A | 4n
. — 2 —_—— - R
V(V-A)—-V-A - at(V(P) Yy + c J (5.212)
que a su vez puede reescribirse en la forma
g 2 0

dentro de la norma de Coulomb, V-A = 0, (5.213) es la ecuacién de onda
(acoplada al potencial escalar ¢)

<8t2 —c*V ) A=—c a(V(p) +4mnc] (5.214)
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pero dentro de la norma de Lorentz, V - A+ (1/c)(d¢/0t) = 0, (5.213) es la
ecuaciéon de onda 5
)
<ﬁ — szz) A=4nc] (5.215)
Vemos que la norma de Lorentz hace que los potenciales escalar y vectorial
satisfagan ecuaciones de onda escencialmente simétricas.
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1. Demuestre que si m y n son ntimeros cualesquiera y ¢ # 0, entonces
(i) sen(%x) sen(%x) = % {cos(%x) — cos(@x)}
gy mm nmw o\ 1 (m+n)m (m—mn)m
(ii) COb(Tx) cos(Tx) =5 {cos(#x) + cos(#x
mrt nm o\ 1 (m+n)m (m—mn)m
(iii) sen(Tx) COS(TX) =5 [sen(Tx> + sen(Tx

Sugerencia: Use las identidades trigonométricas:

sen(A =+ B) = sen Acos B+ cos Asen B
cos (A+B) = cos Acos B F sen Asen B

2. Usando el ejercicio anterior demuestre que, si m y n son ntmeros
naturales y ¢ # 0, el valor de las siguientes integrales es

@) [ sen (") sen (") ax = 254,
(i1) /_Z cos(%x) cos(%x) dx =106,,
(iii) /i sen(%x) cos(%x) dx =0

donde 4, esla delta de Kronecker, 6, = { 1 sim=n

0 sim#n
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3. Use los resultados de las dos primeras integrales del ejercicio anterior, y

el hecho que la funcién seno es impar y la funcién coseno es par, para
mostrar que

(i) /0[ sen(%x) sen(%x) dx = = b

14
2
(ii) /0[ cos(%x) cos(%x) dx = gémn

Muestre ademads que el resultado equivalente para la tercera integral no
siempre es cero, sino que

(iii) /0[ sen(mTZTX) COS(HZ )dx = { %(%) z Zi: ZZE:far

Una manera alternativa de plantear el problema 2 es:

Demuestre las relaciones de ortonormalidad de las funciones ¢,(x) =
1/\/_ )sen(nmx/4) y P, (x) = 1/\/2) cos(mrmx /L) sobre el intervalo
(—4,¢). Es decir, demuestre que

() (Pns Pu) = O
(i) () = 5mn
(i) (P, ) =

l
para cualesquiera m,n = 1,2,..., donde (f,g) = /Kf(x)g(x)dx

es el producto escalar estindar para funciones reales definidas sobre el
intervalo (—¢,¢).

Una serie de Fourier unidimensional se define como

—|—Z[ancos( )—l—bnsen(%x)}

la cual da una representacién para la funcién periédica, de periodo 2/, f
(ie, f(x+20) = f(x) V¥ x). Muestre que los n-ésimos coeficientes de
la serie estan dados por

aﬂ—%/if(x)cos(%@dx y bn—%/if(x)sen(%x)dx
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paratoda n=0,1,2,...

Sugerencia: Para obtener 4y, simplemente integre la serie desde —¢ hasta
(. Para obtener a,, n > 1, multiplique la serie por cos (%7 x) e integre el
producto desde —/ hasta ¢. Analogamente, para obtener b,, n > 1,
repita el procedimiento pero multiplicando por sen (%% x).

6. Use el resultado del ejercicio anterior para mostrar que, si f es una
funcién impar su desarrollo en serie de Fourier es

= nrm
f(x) = ; bnsen<7x)
y los coeficientes b, pueden ser calculados como

b, = %/Oéf(x) sen(%x) dx

Sin embargo muestre que, si f es una funcién par su desarrollo en serie
de Fourier es
e}
ao nri
X)=—-+) a,cos (—x)

y en este caso los coeficientes a, pueden calcularse como

a, = ?/Olf(x) cos(%x) dx

estoes,si f esimpar todos los coeficientes a, =0 y si f es par todos los
coeficientes b, = 0.

7. Demuestre que, si para cada entero n = 0, £1, +£2,..., la funcién
u,(x,t) es solucion al problema de valores homogéneos en la frontera
para la ecuacién de conduccién de calor

U = 0y, 0<x<d, t>0
u(0,t) =0
u(l,t) =0
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y si ¢, son constantes arbitrarias, entonces

u(x, t) = i Co Uy (X, 1)

n=—00

también es solucién del mismo problema.

8. Repita el mismo ejercicio, pero ahora considerando las condiciones de
frontera dadas por

9. Generalice el resultado del ejercicio 7. Es decir, demuestre que, si
para cada entero n = 0, £1, £2,..., la funcién u,(x,t) es solucién al

problema:
U = iy, 0<x<¥, t>0
u(0,t) = T,
u(l,t) = T,
u(x,0) = f(x)
0
y si ¢, son constantes que satisfacen 2 ¢, = 1, entonces

u(x,t) = i Cuthy (%, 1)

n=-—oo
también es solucién del mismo problema.

Observacién: Nétese que si un sumando de la solucién, digamos u(x, t),
satisface (ademads de la ecuacién de calor) las condiciones de frontera y
la condicién inicial, entonces cualquier otra u;(x,t) con i # k que sea
parte de la solucién satisfacerd condiciones homogéneas en la frontera e
iniciales.
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10.

11.

12.

13.

Resuelva el problema de conduccién de calor definido por

U = &Cuiyy, O<x<d, t>0

u(0,t) =0
u(l,t) =0
u(x,0) = f(x)

para las distribuciones iniciales de temperatura:
(i) fx)=A(fx—x*)(f—2x)?
i) f(x)=A+/lx
(iii) f(x) = Ae’™ +lx —x?
(iv) f(x)=Alx—x%) (£ —2x)2+35(x—{/2)

donde A y ¢ son constantes reales,y ¢ > 0.

(i

Resuelva el problema de conduccién de calor definido por

ut:“2uxx/ 0<x<?, t>0

ux( ,t) - 0
x( ,t) = O
u(x,0) = x+ A, A = constante

¢Cudlesel }i_rgou(x, t) para A =07? ; porqué?
Demuestre que mediante el uso de las variables adimensionales
E=(1/0)x, T:(a2/€2)t

la ecuacién de conduccién de calor u; = a2y (0<x<¥{ t>0)
puede escribirse como

Ur = ugg, 0<¢g<l, >0
Considere la ecuaciéon
Uy — (x2uxx +cu, =0

con & y ¢ constantes reales. Suponga que su solucién puede escribirse
en la forma u(x,t) = w(x — ct, ), con w una funcién escalar.
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(i) Muestre que w satisface la ecuacién de conduccién de calor.

(ii) Use el resultado anterior para resolver el problema:
Uy — 0 Uyx + Cliy = 0
u(x,0) = f(x)
definido para —co < x < o0, t>0.
14. La ecuacién de conduccién de calor en dos dimensiones puede expresarse
en términos de coordenadas polares (p,¢) como

u o |u +1u+1u
t= - —
op pP P2 (olog

Aplicando el método de separacién de variables, suponga que u(p, ¢, t) =
R(p)®(¢)T(t) y encuentre las ecuaciones diferenciales ordinarias que
satisfacen las funciones R(p), ®(¢) y T(¢).

15. La ecuacion de Helmholtz en tres dimensiones escrita en coordenadas
cartesianas es

Uyx + Uyy + Uzz + KRu=0, k = constante

Aplicando el método de separacién de variables, suponga que u(x,y,z) =
X(x)Y(y)Z(z) y encuentre las ecuaciones diferenciales ordinarias que
satisfacen las funciones X(x),Y(y) y Z(z).

16. Considere el problema de conduccion de calor en dos dimensiones:

up = txz (ttxx + tyy)

u(0,y,t) =
u(a,y,t) =0
uy(x,0,t) =

uy(x,b,t) =

u(x,y,0) = f( )

definido para 0 < x <4, 0 <y < b y t > 0. Puede interpretarlo como
la difusién de calor de la ldmina rectangular [0,a4] x [0,b] tnicamente
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17.

18.

a través de los lados x = 0y x = a (puestanto y = 0 como y = b
estdn perfectamente aislados). Notese ademds que, por la naturaleza
bidimensional del problema, no hay difusién de calor en la direccién
perpendicular a la ldmina.

(i) Resuelva este problema.

(ii) Encuentre la solucién particular para la temperatura inicial

f(xy) = 6(x —x0) 6(y — o)
con 0 < xy<a, 0<y,<b,y ¢ ladelta de Dirac.
(iii) Use la solucién (i) para mostrar que en el limite cuando b — 0, esta
solucién coincide con la del problema unidimensional:
U = iy, O<x<a, t>0

u(0,t) =0

u(a,t) =0

u(x,0) = g(x)
donde g(x) = f(x,0) estd definidaen (0,a).

Use el método de separacién de variables para resolver el problema
general para la cuerda eléstica (fija en los extremos ) con desplazamiento
y velocidad inicial arbitrarias:
upp = Py, 0<x<f,  t>0
u(0,t) =0
u(l,t) =0
u(x,0) = ¢(x)
u(x,0) = 9(x)
donde ¢(0) = ¢(£) = ¢(0) = (¢) = 0.
Si la cuerda eléstica esta libre en uno de sus extremos, la condicién de

frontera a satisfacer alli es uy = 0. Resuelva el problema del ejercicio
anterior pero cambiando la condicion de frontera en x = ¢ por

u(¢,t) =0
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19.

20.

21.

22.

Nota: Otra forma de resolver este problema es imponiendo las condiciones
de frontera directamente en la férmula de D’ Alembert.

Resuelva el problema de la cuerda elastica definido en los dos ejercicios
anteriores para los desplazamientos y velocidades iniciales:

S x(f—x), ()=

()= x(l—x), P(x)= ] \
(x) = g(x)5(x — x), w( ) =0
p(x) = $(1)5(x —x0),  P(x) = h(x)5(x — x)

donde xy y x; € (0,¢) ylas funciones g y h son acotadasen [0,/ ].

<

)
)
)
)

—
~.
!

~— — ~— ~
<

Repita el ejercicio anterior, pero ahora considerando las condiciones de
frontera dadas por

Una cuerda vibrante que se desplaza en un medio eldstico satisface la
ecuacion
Ut = czuxx — azu

donde a? es proporcional al coeficiente de elasticidad del medio. Resuelva
el problema de valores iniciales y en la frontera para una cuerda de
longitud /¢, fija en los extremos, que se suelta con velocidad inicial
ui(x,0) = (x) a partir de la posicién inicial u(x,0) = ¢(x), donde
¢(0) = ¢(£) = 9(0) = p(¢) = 0.

El problema de las vibraciones de una membrana elastica rectangular fija
en la orilla estd definido como

utt—cz(uxx—l-uyy) 0<x<a O<y<b t>0

u(0,y,t) = u(a,y,t)
u(x,0,t) = u(x,b,t)

0
0
0

donde u(x,y,t) esla forma de la membrana a cada tiempo t y c? es una
constante real que depende de las propiedades de la membrana.
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Resuelva este problema de valores en la frontera para las condiciones
iniciales

u(x,y,0) = F(x,y)

ur(x,y,0) =0
tal que F(x,y) se anula en la frontera del rectaingulo [0,a] x [0,b].

23. Encuentre la soluciéon u(p,¢) de la ecuacion de Laplace
Upp + lup + %M(M; =0
P P
fuera del disco p < a, que satisfaga la condicién de frontera

u(a, @) =f(¢), 0<¢<2m

sobre el circulo p = a. Suponga que u(p,$) es de valores tnicos y
acotada para p > a.

24. Resuelva el problema de Neumann

Uyy +Uyy =0, O<x<a, O<y<b
ux(0,y) =0
ux(a,y) = f(y)
uy(x,0) =0
uy(x,b) =0

b
con f una funcién que satisface la condicién / f(s)ds = 0.
0

25. Resuelva el problema de Dirichleten [0,a] x [0,b] x [0, c]

Uyx +uyy +uz; =0, 0<x<a 0<y<b 0<z<c
u(0,y,z) = fo(y,2)

u(a,y,z) = fu(y,z)
u(x,0,z) = go(x,2)
u(x,b,z) = g(x,z)
u(x,y,0) = ho(x,y)
u(x,y,¢) = h(x,y)
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donde fo, fi., S0, Qv Bo ¥ h. son todas funciones bien comportadas en
[0,a] x [0,b] x[0,c].

Sugerencia: Resuelva el problemacon f, =g =9 =hy = h. =0 yde
éste infiera cada una de las demads soluciones.

26. Supoéngase que F(k) es la transformada de Fourier de la funcién f(x).
Muestre que

(i) La transformada de Fourier de la funcién F(x) es f(—k).

(ii) La transformada inversa de Fourier de la funcién f(k) es F(—x).

27. Determine la transformada de Fourier de las siguientes funciones

(i) f(x) =6(x—a)

(i) g(x) = el
(iii)  h,(x) = O(x)e ol
(iv) h_(x) = —O(—x)e |
(0) @(x) = sgn(x)e |
(i) (x) = e~la*

donde a es una constante real, ®(x) es la funcién de Heaviside

1 si x>0
@(x){ 0 si x<0

y sgn(x) es la funcién signo
1 si x>0
sgn(x) = 0 si x=0
-1 si x<0
Sugerencia: Observe que sgn(x) = ©(x) — ©(—x) para toda x.

28. Use los resultados anteriores para determinar la transformada de Fourier
de las siguientes funciones:
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29.

30.

31.

(i) ¢(x) = sgn(x)
Sugerencia: Tome el limite cuando a — 0 de (iii) y (v) respectivamente.

Calcule la transformada inversa de Fourier de las siguientes funciones

(i) F(k) =6k —a)

(i) G(k) = el
(iii) H,(k) = ©(k)e Il
(iv) H_(k) = —©(—k)e o
(v) (k) = sgn(k)e ok
(vi) Y(k) = e lal¥®

donde a es una constante real.

Sugerencia: Use los resultados del ejercicio 26 en las transformadas
calculadas en 27.

Use los resultados anteriores para determinar la transformada inversa de
Fourier de las siguientes funciones:

(ii) (k) = sgn(k)

Sugerencia: Tome el limite cuando a — 0 de los resultados (iii) y (v) del
ejercicio 29.

Use la transformada de Fourier para encontrar la solucién al problema
de Dirichlet para la ecuacién de Laplace definida en todo el plano, con la
condicién de frontera u(0,y) = g(y) y u(x,y) acotada. Esto es, resuelva

uxx—i—uyy:O, —00 < x < 00, —00 <y < 00
u(0,y) = g()
con u(x,y) acotada en todos los puntos fuera del eje y.

Sugerencia: Elija la transformada respecto a la variable adecuada.
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32. Resuelva el problema de Neumann
Uxx + Uyy =0
uy(x,0) = g(x)
definido para —co < x < o0, y > 0, con u, acotada en este semiplano.

Sugerencia: Utilice una transformada de Fourier, pero antes transforme el
problema en uno nuevo para v = u,, . Puede lograr esto derivando la EDP
respecto a y suponiendo que u es de clase C°.

33. Use el método de la transformada de Fourier para resolver el problema
de la cuerda vibrante que se desplaza en un medio elastico

U — Cliyy +au =0, —co<x<oc, t>0
u(x,0) = ¢(x)
u(x,0) =0

donde a? es proporcional al coeficiente de elasticidad del medio.

34. Use el método de la transformada de Fourier para resolver el problema
de valores iniciales para la ecuacién del telégrafo:

utt—cz(uxx—kaut—kbu):o, —00 < x < 00, t>0
u(x,0) = f(x)
ui(x,0) =0

donde a,b y ¢ son constantes reales.

35. La vibracion lateral de una varilla delgada y homogénea esta gobernada
por la ecuacién
Ut + Clhzxxx = 0

donde u(x,t) es la deflexion de la varilla en la posicién x al tiempo ¢ y
¢? es una constante real que depende de las propiedades de la varilla.

Resuelva el problema de la vibracion lateral de una varilla de longitud £
fija en los extremos:
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que satisface las condiciones iniciales

donde 9(0) = ¢'(0) = (0) = '(0) =
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