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Prefacio

El Calculo Vectorial resulta una herramienta indispensable para abordar muchos temas
de la Fisica-Matematica, por ejemplo tiene especial relevancia en cursos como mecénica,
electrodinamica, hidrodinamica, relatividad especial y general, gravitacion, etc. El presente
material se ha elaborado en base a las experiencias recabadas de la imparticion periddica de la
UEA Calculo Vectorial y de UEA optativas como Fisica I y II, Mecanica Analitica, Campos
Clasicos y Teoria Electromagnética, por mencionar algunas, desde el ano 2007, siendo un
valioso complemento a textos estandar de dichas materias. En este documento se abordan los
elementos basicos del cilculo vectorial y una introduccion al calculo tensorial desde el punto
de vista de la fisica matematica. De ninguna manera pretende presentar una exposicion
completa y formal del Célculo Vectorial, sino que la idea es que estas notas constituyan un
eslabon que facilite la aplicacion de los conocimientos del calculo multivariable, vectorial y
tensorial a cursos de orientacion que se imparten en la Licenciatura en Matematicas Aplicadas
en la UAM-C, asi como a otras licenciaturas afines dentro y fuera de la UAM.

El contenido se presenta de una forma didactica y constructiva y se incluyen ejercicios
alineados con los ejes rectores de la UAM-C. El material estd planeado para estudiantes de
nivel universitario, en carreras como fisica, matematicas, matematicas aplicadas, ingenierias,
biologia y quimica que tengan conocimientos previos de célculo multivariable. Se motiva
al lector a llevar a cabo investigacion individual o en grupo de algunos temas a modo de
contextualizar los mismos antes de proceder a la aplicacion. Se enfatiza adicionalmente el

uso de paquetes computacionales para visualizar algunos resultados. El nivel de formalidad



es suficiente para que todos los resultados queden justificados sin que se pierda el contacto
con la aplicacion.

El presente material esta organizado de la siguiente manera. FEn el Capitulo 1 se introduce
el concepto de vector, desde el punto de vista del dlgebra, la geometria, la fisica y el célculo.
En el Capitulo 2 nos ocupamos de la representacion de los vectores en diferentes sistemas
de coordenadas ortogonales, introducimos las coordenadas generalizadas y las operaciones
béasicas entre vectores. El Capitulo 3 presenta los elementos de calculo diferencial e integral
que nos permiten concluir, en el Capitulo 4, con la presentacion de los teoremas integrales.
Finalmente el Capitulo 5 presenta una introducciéon al cdlculo tensorial para cerrar con un
ilustrativo ejemplo de su utilidad en la relatividad especial. Al final del texto se incluye una
lista de referencias sugeridas para consulta del lector. Los ejercicios propuestos pretenden, en
su mayoria, ilustrar los conceptos y/o complementar la exposicion del texto. Varios problemas
fomentan que el lector participe en la construccion de los modelos o formalismos abordados.
Se incluyen adicionalmente algunos ejercicios de cdlculo con el objeto de refrescar algunas

técnicas y ejemplificar algunas operaciones o procedimientos aqui introducidos.
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Capitulo 1

El concepto de vector

Problema 1.0.1. (Trabajo en equipo) Cada grupo trabajard en “armar” el concepto de vector
wncorporando toda la informacion que los integrantes tengan sobre dicho objeto. Como suge-
rencia, pueden iniciar con una lluvia de ideas donde vayan recabando toda la informacion
que tengan sobre cualquier aspecto de los vectores (que hayan aprendido desde las clases de
fisica del bachillerato hasta los cursos de dlgebra lineal, geometria, fisica bdsica y cdlculo en
varias variables). Finalmente, cada grupo expondrd, de la manera mds completa que les sea
posible, el concepto de vector al que se llego. Se recomienda guardar registro de esta actividad

y repetirla al finalizar el curso.

La definicién precisa de vector se ha abordado en cursos anteriores desde el punto de
vista del algebra lineal. Probablemente se ha trabajado también con este tipo de objetos
matematicos en cursos de geometria asi como en los cursos de calculo diferencial e integral
en varias variables. Adicionalmente, es usual introducir los conceptos de vector y de campo
en cursos de fisica bésica. Para desarrollar los temas del presente curso, requeriremos de los
tres puntos de vista, el algebraico, el analitico y el geométrico asi como las aplicaciones en
la fisica y otras disciplinas. Veremos que los elementos que aportan cada uno de los enfoques
son necesarios para completar el esquema del calculo vectorial aplicado y por ello es conve-

niente, en esta etapa introductoria, retomar algunos elementos ya estudiados, profundizando
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en aquellos aspectos que vayan a resultar de particular relevancia para los temas que se de-
sarrollaran. No se pretende hacer una descripcion detallada, y mucho menos estrictamente
formal, sino que se rescataran los elementos principales y necesarios para el desarrollo de los

temas de los siguientes capitulos.

1.1. Vectores como elementos de un espacio vectorial

Un espacio vectorial V' consiste en un conjunto de elementos y dos operaciones béasicas,
cerradas en dicho conjunto, que satisfacen nueve axiomas. También es necesario especificar
sobre qué campo F se refieren los llamados escalares en el conjunto, estos pueden ser los reales
o bien los complejos. Tomemos dos elementos del conjunto V', digamos 4 y v, y consideremos

sus dos operaciones suma y producto por un elemento a del campo F', tenemos entonces

(W+70)eV
u,veV, a€ F= (1.1.1)
aut € V.

Los nueve axiomas en cuestién se muestran a continuacion: si u, v, w € Vy a, b e F

U4 0="7+1, (1.1.2)

(i + )+ =d+ (0+7), (1.1.3)
30eV:i+0=a, VieV, (1.1.4)
J(—0)eV:id+(—u0)=0, VYaeV, (1.1.5)
J0oe F:00=0, YadeV, (1.1.6)
dleF:1lu=u VuelV, (1.1.7)

(ab) U = a (bi), (1.1.8)
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a(u+ V) = atl + av, (1.1.9)
(a+b) U = au + bu. (1.1.10)

Recuérdese que para todo espacio vectorial se puede obtener una base ortonormal de vectores,
que aqui denotaremos como é;, a partir de los cuales cualquier elemento puede expresarse

como una n-ada de reales dados por
ﬁ:Zuiéi, (1.1.11)
i=1

donde n es la dimensién del espacio. En el caso particular de R®, uno puede pensar en un
elemento de dicho espacio como la ubicaciéon de un punto en un espacio cartesiano tridimen-

sional. Asi, si consideramos como base los vectores cartesianos unitarios

é1=1  ejex, (1.1.12)
és=7  ejey, (1.1.13)
és=k  ejez, (1.1.14)

se obtiene una terna de nimeros asociada a cada vector y podemos escribir
= (uy, ug, ug). (1.1.15)
La generalizacion a n dimensiones es directa y se tiene
U= (ug, ug, ..., Up), (1.1.16)
donde la suma y productos por escalar estdn dados por
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ail =y _ awé;, (1.1.18)
respectivamente.

Problema 1.1.1. Pruebe que R™ es un espacio vectorial con las operaciones de suma y

producto definidas arriba (4.2.29-1.1.10).

Si adicionalmente, se dota al conjunto de un producto interior (o producto interno) se
obtiene un espacio vectorial con producto interno (o normado). El par espacio vectorial -

producto interno (que denotaremos por @ - v € F') debe cumplir con cuatro axiomas, a saber

i-7=7-1, (1.1.19)

(@+7) @ = (@ F) + (7 D), (1.1.20)
(atl) - ¥ = a(u- V), (1.1.21)
i-0>0, d-i=0=d=0 (1.1.22)

|4l = Vi -u = u. (1.1.23)

0= i, (1.1.24)

de donde claramente se observa que, en el caso particular de los vectores de la base, se tiene
que

& - & = b, (1.1.25)

siendo d;; la delta de Kronecker, que es un objeto matematico que vale 1 en caso de i = j y
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0 de lo contrario.

Problema 1.1.2. Generalice las definiciones anteriores a R™ y pruebe que el producto escalar

en R™ satisface los axiomas.

1.2. El vector posicion y el punto de vista geométrico

Notese que la asociacion de elementos de R? a puntos es el espacio fisico lleva a una tnica
interpretaciéon de un vector como la posiciéon de un punto. Por ello, en un principio no queda
del todo claro que la velocidad, aceleracion, fuerza, impetu y otras cantidades fisicas, que en
cursos introductorios se conciben como vectores sin mucha justificacion, realmente lo sean.
Regresaremos a este punto mas adelante.

La interpretacion geométrica de un vector como un punto en el espacio, nos permite aso-
ciar de forma intuitiva la norma introducida en la seccién anterior con longitudes o distancias,
asi como relacionar el producto interior con angulos en un espacio cartesiano. Dado que la
norma de un vector nos daré la distancia entre el punto en cuestion y el origen 0, se asocia
intuitivamente al vector un segmento que va desde el origen al punto y la longitud del mismo
corresponde con la norma del vector. Asociar directamente una norma y un angulo a un pun-
to es un poco contraintuitivo. De esta forma es que surge la nocién de vector como “flecha”,
donde el sentido como tal, esta especificado exclusivamente para diferenciar un vector @ de su
opuesto —u. En estas notas usamos una flecha para denotar vector, pero es importante que
se mantenga en mente que, esta asociacion depende fuertemente del concepto de norma y que
un vector no es propiamente una flecha ni tiene magnitud ni direccion, estas caracteristicas
corresponden al segmento que va del origen al mismo (al punto).

Para ejemplificar este punto, consideremos por simplicidad un vector @ de R?. Su norma

||| = \/u? + 3, (1.2.1)

lo cual es claramente la longitud de un segmento que iria desde el origen al punto con coor-

esta dada por
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denadas (u1, us). Adicionalmente, si se considera el producto con cada uno de los elementos

de la base tenemos

@1 =u, (1.2.2)
@ = us, (1.2.3)
de donde se obtiene
cosf = U, (1.2.4)
u

si 0 es el angulo que forma el segmento del origen al punto con coordenadas (ug, uz) con el
eje horizontal (ver figura 1.2.1). De esta forma, vemos que el concepto de longitud asi como
el de angulo estan estrechamente ligados al producto interno que se considere. De esta forma

queda determinada la interpretacion de un par ordenado (uq, ug) como un segmento dirigido

2 2
uytus

de magnitud v = y/u? + u3 y que forma un angulo 6 = arc cos ( 1 ) con la horizontal.

La generalizacion a R? es directa y se tratara en el Capitulo 2.

\

Uy
Figura 1.2.1: Vector @ = (uq, us)

Problema 1.2.1. Demuestre que el producto por un escalar mantiene invariante el dngulo

y escala la norma de un vector.

Problema 1.2.2. Considere los vectores © = (1,2) y ¥ = (3,—2). Encuentre la norma de
ambos asi como los dngulos que forman con los ejes. Calcule la suma, resta y producto punto

de @ y v. Muestre grdficamente ambos vectores asi como los vectores suma y resta.
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1.3. Vectores en la fisica

Por lo general, el primer acercamiento al concepto de vector, sucede en cursos de fisica
elemental. Sin embargo, como se verd més adelante, el mismo resulta insuficiente en algunas
circunstancias para describir la dindmica en los sistemas aun mas simples. Muchas veces
se introduce el concepto de vector para discutir el de fuerza. La probleméatica en concebir
una fuerza como un vector surge, no por la naturaleza matematica de dicha cantidad, ya
que finalmente se le puede considerar como un elemento de R3, sino por sus propiedades
de transformacion. En particular si consideramos fuerzas conservativas (gradientes), al ser

introducidas en la segunda ley de Newton,

-, d
F=— J 1.3.1
pm (m7), (1.3.1)

llevan a una inconsistencia fundamental. En general el gradiente de una funcién de varias
variables y la derivada que aparece del lado derecho de la ec. (1.3.1) se transforman de di-
ferentes maneras ante cambios de marcos de referencia. Esto lleva a que fisicamente sean
cantidades con caracteristicas diferentes y por lo tanto no puedan ser igualadas a la ligera.
No es incorrecta la expresion en si, sino que no resulta una formulacion vélida de una ley de
la naturaleza, ya que pierde validez bajo ciertas transformaciones, por ejemplo las que llevan
de un marco de referencia a otro siendo la velocidad relativa entre ellos cercana a la velocidad
de la luz. Esto va en contra de uno de los principios fundamentales de la fisica llamado el
principio de relatividad. En el caso de transformaciones entre sistemas que se mueven con
velocidades constantes y pequenas comparadas con la de la luz, usando coordenadas carte-
sianas y excluyendo la presencia de un campo gravitacional intenso, la expresion formulada

arriba es valida.

Problema 1.3.1. Investigue en un texto en idioma inglés el enunciado de las leyes de la
relatividad. Encontrard varias versiones, discuta con sus companeros las diferencias entre

ellas.
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Vamos ahora a ver con un poco mas de detalle el origen del problema antes mencionado.
Para ello comenzaremos explorando la naturaleza fisica de los términos a ambos lados de la ec.
(1.3.1) y su relacién con los elementos de calculo ya estudiados. De cursos anteriores, sabemos
que la velocidad de un objeto esti dada por la derivada de su posicion con respecto al tiempo.
., Como conciliamos esto con el concepto de vector que hemos venido armando? La respuesta
es sencilla pero engloba un gran salto a nivel conceptual. La posicion de un objeto es un
elemento de R? y por lo tanto un vector que representaremos, siguiendo el razonamiento de
la subseccion 1.2, como un segmento dirigido del origen a la ubicacién de dicho cuerpo. Ahora
bien, si la posicion del cuerpo varia con el tiempo podemos tomar su posicién un instante
posterior la cual serad nuevamente un elemento de R3. Si seguimos variando el tiempo, que
consideramos como una variable continua, tendremos un conjunto infinito de puntos que iran

trazando una curva que podremos representar como

r(t) = (@), y(t), 2 (1), (1.3.2)

lo cual claramente corresponde con la definicién de curva parametrizada vista en cursos de
calculo multivariable. En particular, este tipo de curvas fueron utilizadas para llevar a cabo
integrales de trayectoria o de linea aunque no necesariamente se profundizé en la naturaleza
del parametro. Para los efectos de llevar a cabo una integracion, el parametro puede ser
escogido de casi cualquier manera. Sin embargo, en el caso en el cual el parametro en cuestion

es el tiempo y la curva representa la posicion de un objeto material en el espacio, la cantidad

() = (" (1), ¥ (1), ' (1)), (1.3.3)

es justamente la variacion de la posicion con el tiempo, esto es la velocidad. De manera

similar, definimos la aceleracién como

() = (2" (1), ¥ (1), 2" (1)) (1.3.4)
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La masa del objeto como cantidad pertenece a los reales y por lo tanto el lado derecho
de la ec. (1.3.1) es un vector. Para el lado izquierdo consideremos una fuerza conservativa,
es decir, una fuerza para la cual existe una funcion ¢ (z,vy, z), llamada potencial, tal que
F= —V (z,y, z). Aqui V denota el operador diferencial gradiente que usualmente se define

en cursos de calculo multivariable y esta dado por
Vo(z,y,z) = —xz +==J+ k. (1.3.5)

Este operador, asi como algunas aplicaciones del mismo y su interpretaciéon geométrica, se-
ran tratados con detalle en el Capitulo 3. Ahora bien, dado que ¢ toma valores reales, sus
derivadas serén elementos de R y por lo tanto F es un elemento de R3. De esta forma, la ec.

(1.3.1) para m constante se puede escribir como

9,
LA

3@» v

i=1,2,3 (1.3.6)

donde se introdujo como notacion 7-€; = x; la cual permite mantener las ecuaciones compactas
y generalizar a R™ de forma directa.

Supongamos ahora que nos interesa explorar la validez de la ec. (1.3.6) bajo un cambio de
marco de referencia. Consideremos una transformacion lineal dada por la matriz de elementos

a;; de la cual podemos obtener cada 7; en términos de una combinacion lineal de los ; como

T, = Zaija}j. (137)
j=1

Notese que podemos también escribir la relaciéon anterior como

8@
Z 8x] (1.3.8)

Problema 1.3.2. Escriba explicitamente la ec. (1.3.8) en el caso de una rotacion de dngulo
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0 en R2.

La ecuacion anterior es la ley de transformacion de las componentes del vector posicion
ante una transformacion lineal. Si el tiempo es considerado un parametro que no se vera
afectado por la transformacion, las derivadas temporales del vector posicion se transformaran

de la misma manera que éste ultimo, esto es

0%;
7/1 — 1 // 1 .
Z ax] (1.3.9)

Por otra parte, la masa es una cantidad invariante, esto es no depende del marco de referencia
y m=m.

Veamos ahora como se transforma el lado izquierdo de la ecuacion (1.3.1). El potencial
se considera una cantidad invariante también. Esto se puede ver facilmente para el potencial
gravitacional o el electrostatico ya que dependen de la distancia (que en el contexto no
relativista, es invariante), la masa o la carga y algunas constantes universales. Todas estas

cantidades no se alteran en un cambio de sistema de referencia. Por lo tanto ¢ = ¢ y, usando

que ; es una funcién de las variables x;, tenemos

(axi) <8x> ;a@a_xj‘ (1.3.10)

La ecuacion anterior es la ley de transformacion para el gradiente de una funcién de varias

variables. Se puede ver claramente que las transformaciones dadas por las ecs. (1.3.9) y

(1.3.10) no son las mismas. En resumen, podemos escribir por componentes

(mal!) = mz o, xy, (1.3.11)
= a(I,'j
- aiE'j
(F)=>_ o= Fj. (1.3.12)
j=1

Si combinamos las ecuaciones anteriores con el hecho de que en el sistema original se satisface
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F; = mz! obtenemos

(F)=mY ax? z! (1.3.13)

y concluimos que en general (F;) # ma! lo cual contradice el principio de relatividad.

Problema 1.3.3. ;Qué tipo de transformaciones son capaces de esquivar este argumento y

mantener invariante la 2da ley de Newton?

Para terminar esta seccion, es importante comentar que en fisica se consideran como
vectores aquellos elementos de R™ cuyas leyes de transformaciéon son las mismas que las del
vector posicion. Como hemos visto, no todas las cantidades se comportan de dicha forma por
lo cual es necesario introducir un tipo de objetos mas general. Estos objetos se denominan

tensores y seran tratados a nivel puramente introductorio en el Capitulo 5.

1.4. Funciones vectoriales y campos

Una vez esclarecido con cierto detalle el concepto de vector y remarcado el punto de que
los elementos de R? corresponden con vectores posicién inicamente, pasaremos a un concepto
bastante més general, el de campo. Es en este momento que incorporaremos los elementos
del calculo de varias variables al esquema de vectores y empezaremos a tratar realmente el
calculo vectorial. En cursos previos, se ha manejado el concepto de funciéon de una y varias
variables. Estas funciones en general toman elementos de R™ y regresan elementos de R, esto

es

f:U—-R con U C R". (1.4.1)

En caso de n = 1, tenemos funciones reales. En caso de n > 1 muchas veces se maneja el
término de funciones de varias variables.

Una forma alternativa de ver este tipo de aplicaciones, es recordar que los elementos de
R™ son puntos en un espacio n—dimensional y por lo tanto, una funciéon cuyo dominio se

encuentre en un subespacio del mismo es lo que se conoce como una funcién de punto, esto
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es, una funcion que depende de la posicion en la cual esté evaluada. Como ejemplo de esto,
considere la temperatura en un ambiente. La temperatura toma valores reales pero depende
de donde se mida. Por ello, la temperatura es una funcién de punto y escribimos 7' (7). Si
en particular pensamos en la temperatura de un cuerpo esférico con una fuente puntual de

energia en su centro, es claro que la temperatura dependerd exclusivamente de la distancia

del punto en cuestion al origen. Asi

T(r)=f(r), (1.4.2)

donde se esta considerando 7= (x,y, z) en caso de un punto en un espacio tridimensional en
coordenadas cartesianas.

A las aplicaciones que toman valores de R” y regresan elementos de R se les llama también
campos escalares. Si estas funciones en vez de caer en los reales caen en general en R™ son
denominados campos vectoriales. El concepto de campo se refiere a transformaciones cuyos
dominios estan contenidos en un subespacio de R" y son llamadas escalares si sus valores caen
en R y vectoriales si caen en R™. Se conoce simplemente como funcién a aquella aplicacion
cuyo dominio estd contenido en R y cae en los reales y como funcién vectorial a aquella

aplicacion que parte de R y cae en R™.

Problema 1.4.1. De las siquientes cantidades, indique cudles son funciones, funciones vec-

toriales, campos escalares y campos vectoriales. Argumente brevemente su respuesta.

a) La distancia desde el punto de partida de un coche que circula a velocidad constante por
una avenida recta como funcion del tiempo.

b) La poblacion de venados en diferentes regiones de un bosque.

¢) La velocidad de la luna en cada punto de su drbita.

d) El nimero de tallos, ancho y largo de los mismos para una flor en particular en diferentes
zonas de una region.

e) La produccion de una fdabrica como funcion del trimestre del ano.
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f) La velocidad de un huracdn como funcion de la distancia al ojo del mismo.

g) La demanda de una linea de productos, mayor a uno, dependiendo de la ubicacion del
mercado.

h) La densidad del aire en una habitacion.

i) Los tiempos de llegada de un nadador de 100 metros libres en una prdctica.

j) La estatura y peso promedio de ninos segun la edad en cierta region.

Problema 1.4.2. Describa al menos dos ejemplos de funcion, funcion vectorial, campo es-
calar y campo vectorial correspondientes a algin drea de las ciencias naturales o sociales.
En cada caso explique claramente cudl es el dominio e intente argumentar a favor de una

dependencia particular con las coordenadas.

Problema 1.4.3. Grafique algunos de los ejemplos antes descritos con el software de su

preferencia.

En la figura 1.4.1 se muestra un ejemplo de campo escalar donde los colores corresponden
con los valores de f () mientras que la figura 1.4.2 muestra un ejemplo de campo vectorial
donde a cada punto le corresponde un vector. En el caso de campos vectoriales se introdu-
cen las llamadas lineas de campo que son objetos extremadamente ttiles para interpretar y
visualizar resultados inherentes al calculo vectorial aplicado, en particular a la fisica. Estas
lineas corresponden con las curvas cuyo vector tangente en cada punto es justamente el cam-
po vectorial en el mismo. La forma de dichas curvas dara una idea de la direccién del campo

en cada punto. En la figura 1.4.3 se ilustra este concepto.
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f(xy)=x>y?

1 1
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-1 -1
1 -0.5 0 0.5 1

Figura 1.4.1: En la figura se muestra un campo escalar donde la escala de colores corresponde
con la magnitud del mismo en el plano zy.
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Figura 1.4.2: En la figura se muestra el campo vectorial F = (x,—y). Las flechas indican las
direccion del campo y la longitud de ellas su magnitud en cada punto del plano xy.
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Figura 1.4.3: La figura muestra a través de flechas la direcciéon y magnitud del campo vectorial
indicado. Las lineas de campo se muestran en azul.



Capitulo 2

Representacion de vectores y operaciones

basicas

2.1. Representacién de vectores en sistemas cartesianos
y polares

Los vectores, como elementos de un espacio vectorial, pueden expresarse como una combi-
nacion lineal de elementos de una base del mismo. Para diferentes bases en un mismo espacio,
los coeficientes de esta combinacion lineal difieren. Més atn, en algunos casos es muy con-
veniente considerar un sistema coordenado para cada posicion del punto, en cuyo caso la
propia base varia con el tiempo (o el parametro que se utilice) sobre una curva. Por ello, es
importante revisar con cuidado las diferentes representaciones para vectores. En esta parte
nos concentraremos en elementos de R? por simplicidad, la generalizaciéon a R™ es directa y

se deja como problema en algunas ocasiones.

2.1.1. Coordenadas cartesianas

Las llamadas coordenadas cartesianas son las que corresponden a las componentes de los

elementos de R? referidas a la base ortonormal ¢, J, k (véase la figura 2.1.1).

21
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Figura 2.1.1: Sistema de coordenadas cartesianas.

Asi, un vector dado por

7= (x,y,2), (2.1.1)

7= x4 yj + 2k, (2.1.2)

corresponde con un punto en dichas coordenadas, tiene norma /a2 + y? + 22 y los angulos
que forma el segmento del origen al mismo con los ejes coordenados estan dados por los
cosenos directores que se definiran en la subseccion 2.4.2. Este sistema también es llamado

sistema de coordenadas rectangulares y es usado en una amplia variedad de aplicaciones.

Problema 2.1.1. Describa al menos tres aplicaciones del sistema cartesiano ajenas a la

geometria y la fisica. Busque principalmente aplicaciones a ciencias sociales y humanidades.

Problema 2.1.2. Escriba en forma matricial la ley de transformacion de un sistema carte-
stano S en dos dimensiones a otro S cuyos vectores base forman un dngulo 6 con los del S.
Encuentre una expresion general para las componentes de un vector arbitrario en el sistema

S en términos de las componentes del mismo en S.
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2.1.2. Coordenadas polares en el plano

En esta seccién se trataran coordenadas curvilineas en el espacio, en particular las coor-
denadas cilindricas y esféricas. Para ello, comenzaremos con la representaciéon polar de un
punto en el plano xy, lo cual permitird generalizar a R® de forma sencilla. Dado un punto
en el plano con coordenadas (z,y), podemos expresar el mismo en términos su distancia al
origen y el angulo 6 que forma el segmento correspondiente con el eje x, llamado angulo polar.
Llamemos €, a un vector unitario en la direccion del segmento del origen al punto (z,y) y ég
a un vector ortogonal a él y también unitario. La direccion de éy se toma por convencioén en la
direcciéon de crecimiento del a&ngulo #. Claramente, esta base depende del punto en cuestion y
puede parecer algo muy rebuscado pero es de extrema utilidad. En este sistema, la posicion
del punto estd dada simplemente por

7= ré,, (2.1.3)

donde el vector unitario €, depende de las coordenadas del punto en coordenadas cartesianas

v puede expresarse en términos de los ejes correspondientes como

| L
= <xz + yj) . (2.1.4)

Para completar la base, necesitamos encontrar el vector unitario ortogonal a é,. Esto puede

llevarse a cabo de varias formas y se deja como ejercicio obtener

A~ 1 2 ~
épg = —— (—yz + 1:]) : (2.1.5)

Notese que también se podria haber definido este vector en el sentido opuesto. El que uno lo
tome como especifica la ec. (2.1.5) se debe a que éy corresponde con la variable angular 6 y

por ello senala en la direccion de crecimiento de la misma (véase la figura 2.1.2).



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE VECTORES Y OPERACIONES BASICAS 24

Figura 2.1.2: Sistema de coordenadas polares.

2.1.3. Coordenadas polares en el espacio: cilindricas y esféricas

Consideremos ahora un punto de R? y su vector posiciéon dado en coordenadas cartesianas
por ¥ = xi + yj + zk. Vamos a escribir dicho vector en coordenadas cilindricas y esféricas.
Para visualizar las coordenadas cilindricas, proyectemos el vector 7 en el plano xy. Imaginese
que se ilumina desde arriba y se busca la sombra que hace el punto en el plano zy. Llamemos
a dicho punto p. Entonces, para llegar desde el origen hasta el punto 7 basta con avanzar
desde el origen hasta el punto p'y luego subir en la direccion k hasta la altura del punto 7,

es decir z. De esta forma, tenemos por lo pronto que

7=+ zk. (2.1.6)

Falta escribir el vector p en términos de vectores unitarios que junto con k formen una base.
Si utilizamos 7 y j, claramente caeremos nuevamente en el sistema cartesiano. Sin embargo, si
utilizamos las coordenadas polares planas descritas anteriormente, tendremos que (ver figura

2.1.3)

7= péy (2.1.7)
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7= pé, + zk. (2.1.8)

>y

»
X

Figura 2.1.3: Sistema de coordenadas cilindricas.

La representacion dada por la ec. (2.1.8) dice algo muy sencillo e intuitivo: si uno quiere
llegar al punto 7, basta con avanzar en la direccion horizontal hasta que estar exactamente
bajo él y desde alli, caminar hacia arriba hasta encontrarlo.

Notese que la forma en la cual estd escrito 7 en la ec. (2.1.8) puede resultar un poco
engafiosa ya que parece tratarse de un objeto de R?. Debe recordarse sin embargo, que las
coordenadas polares planas estan dadas por dos vectores y la base de R? correspondiente a
las coordenadas cilindricas es entonces ¢,, €, y k mientras que las coordenadas del punto
son p, 6y z. Es importante enfatizar en este momento que estas cantidades, las distancias
py zy el angulo 6, son las necesarias para especificar la posicion del punto. Las tres estan
contenidas en la ec. (2.1.8) ya que el angulo 6 interviene en la determinacion de la direccion

€,, la cual permite que 7 pueda ser escrito en términos de dos vectores unitarios inicamente.

Problema 2.1.3. ;Podemos pensar en el vector 7 de la ec. (2.1.8) como un elemento en
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un espacto de dos dimensiones? ;Cudl seria dicho espacio? Repita el cuestionamiento pero

considerando el vector dado en la ec. (2.1.3) como un elemento con una sola dimension.

De la discusion anterior surge naturalmente una pregunta: ;es posible encontrar una
base de R3 tal que el vector posicion pueda ser escrito en términos de un solo elemento de
la misma? La respuesta es afirmativa y para verlo construiremos las llamadas coordenadas
polares esféricas siguiendo un procedimiento similar al de las cilindricas. En este caso estamos

buscando una base que incluya un vector é, tal que

7 =ré,. (2.1.9)

La direccion é, es claramente la que apunta hacia la posicion 7 a partir del origen. Ahora
necesitamos encontrar dicho vector asi como un par ortogonal que complete la base. En este
caso, expresaremos ¢, en términos de dos angulos de forma tal que la posicion del punto
quede especificada a través de ellos y su distancia al origen r. Uno de los adngulos, el que
forma el vector 7 con el eje z, es llamado angulo polar y es denotado por 6. El segundo es
el que forma la proyeccion de 7 en el plano xy con el eje x, es llamado angulo acimutal y se
denota con la letra ¢, en analogia con el caso de las coordenadas polares planas. Es claro que
toda esta informacion es necesaria para que la ec. (2.1.9) determine la posicion del punto. La
distancia r aparece explicitamente en la misma, mientras que las cantidades angulares 6 y ¢

se encuentran implicitamente en ¢é,. En particular se tiene que

é, = sin 6 cos @i + sin 0 sin ;] + cos Ok. (2.1.10)

Los otros dos elementos de la base se pueden visualizar de la siguiente forma. El vector é,,
es el mismo que en el caso de cilindricas, esto es el vector ortogonal a €, en sentido antihorario.
Por otra parte, si consideramos el plano que determinan los vectores 7y l%, podemos pensar
escribir 7 en coordenadas polares en dicho plano lo cual autométicamente determina el vector

¢g. En este caso, el dngulo @ crece del eje z al plano zy, hacia abajo, por lo cual la orientaciéon
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de éy serd horaria. Estas especificaciones se muestran en la figura 2.1.4.

Figura 2.1.4: Sistema de coordenadas esféricas.

En esta seccidon se han presentado los sistemas de coordenadas més usuales de una forma
intuitiva, sin embargo resta especificar la forma explicita de los vectores de las bases y las leyes
de transformacion. Estas se enuncian en el Cuadro 2.1 a modo de resumen y su obtencién se
deja como problema. Por mas que la deduccion de las siguientes relaciones se encuentra en
una gran cantidad de libros de texto y otras fuentes, es altamente recomendable que el lector
haga el ejercicio de deducirlas de manera auténoma con el objeto de terminar de comprender
y visualizar claramente estos sistemas antes de pasar a la generalizacion que se presentard en

la siguiente seccion.
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’ ‘ Coordenadas ‘ Vectores Direccionales ‘ Transformacién ‘
Cartesianas T, Y, Z 7, j’, k -
R R r = \/1.2 + y2
5 Y . Y _ y
Polares planas r, 0 AeT cos 92;&— sin 0 N 0 = arctan (m)
€9 = —sin i + cos 0 x =rcosf
y=rsinf
R N — 2 1 .2
é, = cos 0i + sin 0 p=Vr’ty
e . e 5 6 = arctan (¥)
Cilindricas P, P, 2 é9p = —sin i + cos0j z
~ x = pcosf
k U
y = psinf

r= /22 +y? + 22

¢ = arctan (¥)

é, = cos psin bi + sin psin 0] + cos Ok N CEw:
. " A(p L. A.SD J. § = arctan | V21V
Esféricas r, 0, ¢ €, = — SIn Yt + CoS Y] z
ég = cos 0 cos i + cos Osin ) — sin Ok x = rcospsinf
y =rsingsinf
z=rcosf
Cuadro 2.1: Coordenadas cartesianas, polares, cilindricas y esféricas.
Problema 2.1.4. Obtenga las relaciones de la tabla anterior.
Problema 2.1.5. Escriba el vector i — j en coordenadas polares.
Problema 2.1.6. Fscriba el vector Lk en coordenadas cilindricas y esféricas.

i
VR

2.2. Dinamica de una particula en coordenadas polares

Es valido preguntarse, si todas las representaciones de un punto son equivalentes, ;cuél
es entonces la relevancia de explorar diferentes sistemas? La respuesta a esta pregunta surge
desde su mismo enunciado, al ser todas las representaciones equivalentes, uno es libre de
escoger la que mas le convenga para tratar un problema en particular. Resulta entonces
que algunos sistemas simplifican el modelado de ciertos fenémenos y en muchas ocasiones
son capaces de exhibir de forma mas clara algunos aspectos cualitativos de problemas que
en otros sistemas permanecen de alguna forma ocultos. Para ilustrar esto con un ejemplo
sencillo, veremos la descripcion de la dindmica de una particula en coordenadas polares. El
ejemplo se desarrollard en R? por simplicidad.

Consideremos una particula de masa m que se mueve en un plano xy bajo la influencia de

un campo central. Un campo central consiste en un potencial ¢ que depende de la posicion



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE VECTORES Y OPERACIONES BASICAS 29

del objeto Gnicamente a través de la distancia del cuerpo a un punto fijo. Ejemplos de este
tipo de campos son el campo gravitacional y el electrostatico asi como el correspondiente a
un resorte, por mencionar algunos. Para el caso gravitacional y electrostatico, el potencial

tiene en general la forma

o=—, (2.2.1)

donde k es una constante y r la distancia al punto donde se encuentra la “fuente” del campo.
Esto es, si tenemos dos masas puntuales, ubicaremos el origen en una de ellas, y recordando
que F= —V ¢ obtenemos

k

F=—7é, (2.2.2)

lo cual implica que la fuerza esta dirigida hacia la particula que estamos considerando como
fuente, y es una fuerza atractiva que varia como el inverso del cuadrado de la distancia. Esto
es bien sabido en el caso de la fuerza gravitacional. Si el caso electrostatico es ajeno al lector,
queda como tarea investigarlo. La interpretacion en este iltimo es anéloga, con la salvedad
de que en el caso de particulas cargadas la interaccion puede ser atractiva (cargas opues-
tas) o repulsiva (cargas iguales). La figura 2.2.1 muestra esquematicamente las disposiciones

mencionadas y las fuerzas involucradas en cada caso.

3
st

F/. ./Q2>0 ﬁf q,>0

m q,>0 q,<0

Figura 2.2.1: Fuerza gravitacional y electrostética.

El caso del resorte es particularmente ilustrativo, ya que es posible modelar la fuerza
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basandose exclusivamente en la experiencia cotidiana. Piense que tiene un resorte fijo a un
punto, donde pondremos el origen del sistema coordenado. Si el resorte no estd comprimido ni
estirado, tiene una longitud ¢, que se llama longitud natural. Ahora piense que comprime el
resorte, la distancia del extremo del resorte al origen sera alguna r < ¢y y sabemos que en ese
caso, el resorte respondera con una fuerza que tiende a volver a estirarlo. También sabemos
que cuanto mas comprimido esté el resorte, mayor serd la fuerza que se generard y que en
el caso de que lo estiremos con r > £ la reacciéon serd exactamente opuesta. Considerando

estas observaciones es claro que (ver figura 2.2.2)
F=f(r)e, (2.2.3)
donde f (r) debe satisfacer lo siguiente
f(r)=0 sir =/,

f(r)>0 sir <,

f(’f’)<0 sir > {y,

Figura 2.2.2: Fuerza elastica.
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Claramente, una buena candidata es una funcién identidad, multiplicada por alguna cons-

tante. Se propone entonces como modelo
F=—k(r—1()é, (2.2.4)

lo cual corresponde a un campo potencial

¢=§v—%f. (2.2.5)

Problema 2.2.1. FEstudie, de preferencia en un texto de fisica bdsica en inglés, la validez de

este modelo (llamado ley de Hooke).

Consideremos ahora la dindmica de una particula que se mueve bajo la accion de una

fuerza central general del tipo

F=f(r)e, (2.2.6)

que, como se verd mas adelante, deriva de un potencial ¢ que depende de la magnitud r. Si
escribimos la ec. (1.3.1) con la fuerza dada en la ec. (2.2.6) y considerando masa constante

tendremos, en coordenadas cartesianas, dos ecuaciones diferenciales, esto es

(2.2.7)

my” = f <\/$2 + y2> L, (2.2.8)
2+ 2

que claramente constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas de
segundo orden. Aqui z” significa derivada segunda con respecto al tiempo. Sin embargo,
si escribimos la aceleracion de la particula en coordenadas polares como 7"’ = a,é, + agéy
tendremos

ma, = f(r), (2.2.9)
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mag = 0, (2.2.10)

que resulta mucho més claro y sencillo de resolver. Adicionalmente podremos obtener infor-
macion sobre el tipo de movimiento que seguiré la particula sin resolver el sistema, gracias a
que estamos explotando la simetria del mismo, esto es, separando el problema en una parte
radial y una angular. Para poder continuar, necesitamos las expresiones explicitas para a, y
ag. Comencemos por escribir

7 = (rée,)", (2.2.11)

y notar que, como mencionamos anteriormente, los vectores unitarios en coordenadas polares
dependen de la posicion del punto a través del &ngulo 6. De esta forma, a medida que el punto
se mueve sobre su trayectoria también lo har4 é,., debido al cambio del angulo 8. Considerando
0’ # 0 (recordemos que en este caso la prima indica derivada temporal), podemos encontrar
é!. escribiéndolo en términos de los vectores fijos 5]y k. Realizando dicha operacion para

obtener la variaci6on temporal de los dos elementos de la base se obtiene

e =0¢, & =—0¢, (2.2.12)

de forma tal que la velocidad y la aceleracion en coordenadas polares planas estan dadas por

7' =r'é, +r6'éy, (2.2.13)

7= (r" —r0?) é, + (r0" + 21'0") é. (2.2.14)
Problema 2.2.2. Obtenga las ecuaciones (2.2.12)-(2.2.14).

De las ecuaciones anteriores se pueden reconocer de inmediato la velocidad tangencial y
la aceleraciones angular y radial. Notese que estos conceptos, que frecuentemente en cursos
béasicos se introducen sin mayor justificacion, surgen realmente de escribir la trayectoria en

coordenadas polares. Ahora podemos escribir las ecuaciones de movimiento para la particula
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como

m (r" —r0”?) = f(r), (2.2.15)
(r8" + 2'8') = 0. (2.2.16)

De la segunda ecuaciéon podemos deducir que la cantidad mr26’ es constante ya que (r29’)/ =
r(2r'0" +r0"”) = 0 y, por no variar a lo largo de la trayectoria, puede calcularse en cualquier
punto de la misma. A dicha cantidad, llama momento angular, se le denota por L y permite
tener una relacion entre la coordenada radial y la angular que se sostiene durante todo
el movimiento. La simetria del problema es lo que ha permitido encontrar una cantidad
constante. En fisica, a estas cantidades se les llama constantes de movimiento y son de suma
utilidad. En este caso en particular, dicha simetria permite escribir la ec. (2.2.15) de la
siguiente forma

mr" — —— = f(r), (2.2.17)

siendo ahora L una constante que depende de las condiciones iniciales. Este procedimiento
desacopla el sistema dado que la ec. (2.2.17) es una ecuacion diferencial para r. La misma
puede resolverse para diferentes campos f (r), dejaremos este ejercicio para los cursos de
ecuaciones diferenciales o de fisica. De todas formas, antes de terminar con este ejemplo,
es bueno resaltar que de la segunda Ley de Newton (F’ = mr”") podemos obtener maés
informacion sin resolverla. Para ello, basta tomar el producto punto a ambos lados de la
misma por 7’ e integrar sobre la trayectoria de la particula. Esto se llevara a cabo maés

adelante cuando se revisen las integrales de trayectoria.

Problema 2.2.3. (Proyecto en equipo) Con la ayuda de libros de texto, resuelva el problema
de las orbitas planetarias considerando como fuerza central la fuerza gravitacional. Para ello
deberd obtener previamente la expresion para la aceleracion en coordenadas polares esféricas
y utilizar la simetria del problema para eliminar una de las variables y reducir el problema a
uno en un plano. Debe llegar a la clasificacion de orbitas segin condiciones iniciales y de pre-

ferencia ejemplificar la dindmica realizando animaciones en un programa como Mathematica
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o Maple.

2.3. Coordenadas ortogonales generalizadas.

En esta parte estableceremos una generalizacion de los elementos vistos anteriormente
para coordenadas curvilineas. Por més que hablaremos de coordenadas generalizadas, nos
estaremos refiriendo exclusivamente a coordenadas ortogonales.

Comenzaremos por reconocer que para especificar la posiciéon de un punto en R™ nece-
sitamos n valores, llamados sus coordenadas, y la base en la cual esta expresado. Tomemos

entonces de forma general
¢ t=1,..,n coordenadas,

e 1=1,...,n vectores unitarios direccionales (base ortonormal),

y supongamos que existe una transformacion que permite relacionar las coordenadas ¢; en

términos de las variables cartesianas de R", esto es

q; = q; (SCl, ,l’n) .

En las siguientes subsecciones se definirdn algunos elementos necesarios para plantear el

calculo vectorial en estas coordenadas curvilineas ortogonales y se veran algunos ejemplos.

2.3.1. Curvas coordenadas y vectores direccionales

Los vectores unitarios en el sistema planteado arriba, tienen como direccidon aquella en
la cual crece la coordenada correspondiente. Para encontrar dicha direcciéon, introducimos el
concepto de curva coordenada. Para que sea més sencillo de visualizar y tomando en cuenta

que la mayoria de las aplicaciones que manejaremos son en el espacio fisico, consideraremos el
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caso de R3 en el cual tenemos tres coordenadas q; (7,9, 2), ¢2 (z,y,2) y g3 (z,9, 2). Las curvas
sobre las cuales varia cada una de ellas se llaman curvas coordenadas y para encontrarlas
primero consideraremos las superficies de coordenada constante. Esto es, la curva coordenada
de ¢, estd dada por la interseccion de la superficies de ¢o v ¢3 constantes. Llamemos a
estas curvas ; v a las superficies de coordenadas constantes I'; para ¢ = 1,2,3. En efecto,
si por ejemplo tomamos la superficie I';y en la cual ¢; es constante y tnicamente varian
las coordenadas ¢ v ¢3 v la intersecamos con la superficie I's en la que g9 es constante
mientras que ¢; y g3 varian, claramente obtenemos una curva en la que ¢; y ¢o son constantes
y Unicamente varia gs, esto es 3. Ahora bien, los vectores unitarios deben ser tangentes
a estas curvas ya que estan en la direccion de crecimiento de la coordenada en cuestion.
Adicionalmente dichos vectores son normales a la superficie de coordenada constante y deben

ser unitarios de lo cual se desprende que estan dados por

5 ’

IVl ™" Vg normal a la superficie de ¢; constante.

ol
0q;

oF
9qi

tangente a la curva coordenada ;,
(2.3.1)

Las relaciones de la ec. (2.3.1) seran fundamentadas en el Capitulo 4, aunque deben resultar
relativamente intuitivas para el lector con conocimientos de calculo multivariable.

A continuacidén se muestran estas curvas y superficies para los sistemas descritos en las
secciones anteriores.

e Coordenadas cartesianas: ¢ = x, ¢o =¥, g3 = 2

(

I'; superficies con = constante, planos yz
superficies de coordenada constante 4 T', superficies con y constante, planos zz

I'3 superficies con z constante, planos xy

\
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curvas coordenadas

(

v1 = I'y N T3 recta, eje x

v2 =I'1 N T3 recta, eje y

v3 = I'y N T’y recta, eje z
\

vectores direccionales < ¢ j

3=k

D>

donde para obtener los vectores direccionales se pueden utilizar cualquiera de las relaciones

de la ec. (2.3.1). Por ejemplo, para é; tenemos

€1

donde 7 estd dado por la ec. (2.1.2), o bien

é1

En la figura 2.3.1 se muestran las curvas

para este caso.

= O =, (2.3.2)
[EA
Vz A

S A— 2.3.3
N2 (2:8.3)

coordenadas y superficies de coordenada constante

q3

q, q,

Figura 2.3.1: Curvas coordenadas y superficies de coordenada constante para coordenadas

cartesianas.
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e Coordenadas cilindricas: ¢ = p, ¢ =6, g3 = 2

(

'y superficies con p constante, caras laterales de cilindros

superficies de coordenada constante { T, superficies con 6 constante, semiplanos oblicuos

I's superficies con z constante, semiplanos ortogonales al eje z
\

v1 = 'y NI’y semirectas

curvas coordenadas ¢ ~, = I', N T3 circulos paralelos al plano zy

v3 = I'y NI’y rectas perpendiculares al plano zy
\

é1 = cos 01 + sin b

vectores direccionales § ¢, = —sin i + cos 0]

és =k

\

donde para obtener los vectores direccionales hemos usado las ecuaciones del Cuadro 2.1, por

ejemplo
or oz’ oy 0z 1.
= =1+ =527 + —k N N
é1 = Z‘i = ZPA Z’)A ZPA = cos i + sin 0, (2.3.4)
‘ o ’ 5.t 5ud + 5ok
o bien
V<~x2+y2> ZE%—I—yj A PR
= cosfi + sindj. (2.3.5)

(e Vs

Estos elementos se muestran en la figura 2.3.2.
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Y3

r, r,

I,

Figura 2.3.2: Curvas coordenadas y superficies de coordenada constante para coordenadas
cilindricas.

e Coordenadas esféricas: g1 =71, go =0, g3 = ¢

;

I'; superficies con r constante, esferas

superficies de coordenada constante < T, superficies con € constante, medios conos

I's superficies con ¢ constante, planos oblicuos
\

;

v1 = I's N I'3 semirecta

curvas coordenadas ¢ ~, = I'; N T3 arcos

v3 = I'y N I’y circunferencias
\

é, = cos psin 07 + sin psin 0] + cos Ok

res direccional 5 — —sinwi 5
vectores direccionales é, sin @i + cos ¢

ép = cos b cos @i 4 cos fsin ) — sin Ok

Ve

Una vez mas, ejemplificamos la obtencién de uno de los vectores direccionales:

oF gwi L Byl 0z]
_ 87‘2 + 87'] + 8rk

61 = ’ Z;H = ‘ = cos psin 07 + sin ¢ sin 8 + cos Ok, (2.3.6)
or

0x% | By 0z
8r2+8rj+8rk
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donde se ha usado la expresion para x (r, 0, p) del Cuadro 2.1. Alternativamente,

) V(\/$2+?/2+22> i +yj + 2k

= — cos psin 0 + sin psin 07 + cos Ok, (2.3.7)

€1 = =
HV (x/x2+y2+z2>H Va2 +y? + 22

La figura 2.3.3 muestra esquemaéticamente las superficies de coordenada constante y las curvas

coordenadas para este caso.

Y

Figura 2.3.3: Curvas coordenadas y superficies de coordenada constante para coordenadas
esféricas.

Tenemos entonces que podemos describir puntos en el espacio, o en general en R”, en términos
de variables ¢;. Con el procedimiento descrito podemos encontrar las curvas coordenadas
asi como los vectores unitarios direccionales. Claramente, las coordenadas son ortogonales
cuando sus vectores direccionales lo son. Se puede verificar que esta condicion se cumple para
los sistemas descritos arriba. Estos elementos se retomarian mas adelante para la obtencién
de operadores diferenciales asi como elementos de linea, area y volumen en coordenadas

curvilineas y generalizadas.

Problema 2.3.1. Pruebe que las coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas son orto-
gonales.

Problema 2.3.2. Ezplore otros sistemas de coordenadas curvilineas, como por ejemplo elip-
ticas o hiperbolicas. Fncuentre curvas coordenadas y vectores unitarios. Investigue algunas

aplicaciones.



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE VECTORES Y OPERACIONES BASICAS 40

2.3.2. Los coeficientes métricos y los elementos de linea, superficie

y volumen

Una pregunta que surge naturalmente, es como medir distancias en estos sistemas. Cla-
ramente no se podra aplicar el teorema de Pitdgoras usando como longitudes las variables,

como se hace en el caso cartesiano donde
ds® = dz® + dy* + d2*. (2.3.8)

Aqui ds es el elemento de longitud y llamaremos ds al vector de desplazamiento diferencial
dado por
d5 = dxi + dyj + dzk, (2.3.9)

cuya norma es ds. Lo que nos interesa es ver como escribir ds en coordenadas generalizadas.
Para ello partimos de un principio simple que es la invariancia del elemento de linea. Inde-
pendientemente de coémo midamos, la distancia entre dos puntos debe ser la misma. Por ello

proponemos

3
dz? + dy* + d2* = Z 9i;dqidg;, (2.3.10)

1,5=1
donde hemos supuesto una forma bilineal con ciertos coeficientes g;; que deberan ser de-
terminados usando que z, y y z son funciones de ¢, ¢2 v q3. Realizando las operaciones

correspondientes e igualando términos en dg;dg; se puede mostrar que

.4:23: Ozy.\ (O (2.3.11)
Gij 8%‘ aqj s 0.

k=1

donde r1 =2, 2o =y y 3 = 2.

Problema 2.3.3. Obtenga la ec. (2.3.11).
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Observe que los coeficientes g;; pueden ser escritos como

_or or
gz]_a% aCIj‘

(2.3.12)

Estos coeficientes se llaman coeficientes métricos y usualmente se expresan ya sea de forma

matricial
g1 g1z G13
9=1 921 922 923 |- (2.3.13)
931 932 933
o a través del elemento de linea
ds* = Zgijdqidqj. (2.3.14)

1,J
Notese que los coeficientes g;; son justamente los productos escalares de los vectores tangentes
a las curvas coordenadas. De hecho, de la ec. (2.3.12) vemos que cada g;; es proporcional a
los vectores direccionales correspondientes a las coordenadas ¢; y g;. Por ello, si consideramos
coordenadas ortogonales, los vectores direccionales é; son ortogonales y entonces g;; = 0 para
i # j. Unicamente los coeficientes ¢11, go2 ¥ g33 son distintos de cero, lo que da origen a una

métrica diagonal y se tiene

gu 0 0
9= 0 gn 0 |, (2.3.15)
0 0 gs3
0
ds® = g11dq; + goadqs + g33dq;. (2.3.16)

Como g;; > 0, se definen los factores de escala como

hi = \/ii, (2.3.17)
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de forma tal que

ds® = (hydqy)? + (hadgs)® + (hsdgs)? (2.3.18)

de donde podemos escribir

ds = hldqlél + thC]géQ + hnggég. (2319)

Problema 2.3.4. Considere las coordenadas cilindricas parabdlicas en R?® dadas por la trans-

formacion
1
T=3 (u2 — vz) ,
y = uv,
2=z

a) Muestre que las superficies de coordenada constante son cilindros parabélicos para el caso
de las coordenadas u y v mientras que la correspondiente a la coordenada z es un plano.

b) Grafique algunas de estas superficies utilizando el software de su preferencia.

¢) Describa las curvas coordenadas y encuentre explicitamente los vectores unitarios direc-
cionales.

d) Muestre que este sistema es ortogonal y escriba la métrica correspondiente.

Problema 2.3.5. Considere que g2 y g3 son constantes en la expresion (2.3.18). En este caso,
tendremos que para la curva coordenada v, el diferencial de longitud es ds = hyq,. Escriba

con sus palabras, la interpretacion que puede ddrsele a la cantidad hy en esta expresion.

La interpretacion de las ecuaciones anteriores es interesante. La ec. (2.3.18) implica que
podemos medir distancias en las coordenadas curvilineas ortogonales de la misma forma
que en cartesianas, siempre y cuando escalemos las variables. Esto es, podemos utilizar el
teorema de Pitagoras pero las distancias sobre una curva coordenada se escala a h;dg;. Por

otro lado, la ec. (2.3.19) nos dice como realizar desplazamientos diferenciales en estas nuevas
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coordenadas. Es necesario tener muy presente que los factores métricos dependen del punto y
por lo tanto lo que se tiene es un sistema ortogonal en cada punto donde podremos trabajar
como si fuesen coordenadas rectangulares, siempre y cuando se incluyan los factores de escala
de forma apropiada. Con esto en mente, y apoyandonos en la ec. (2.3.19) podemos establecer
las expresiones generales para el elemento de superficie y el de volumen en este tipo de

coordenadas como sigue
dg = hghngQngél -+ hlhgdqldq;gég + hlhgdqldQQég, (2320)

dr = hlhghgdqldQqu;g. (2321)

Problema 2.3.6. Encuentre los factores de escala y escriba explicitamente el elemento de

longitud, superficie y volumen para coordenadas cilindricas y esféricas.

2.4. Operaciones basicas con vectores

En el capitulo anterior se introdujeron de manera formal las operaciones suma, producto
por escalar y producto interno para vectores. En esta parte se consideraran exclusivamente
elementos de R? y se desarrollaran algunas propiedades de los mismos a nivel operacional,

introduciendo un tercer producto que es ajeno a la estructura de espacio vectorial.

2.4.1. Suma y producto por escalar

Como se establecié antes, tenemos que si A y B son vectores con
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en la base cartesiana, las operaciones suma y producto por escalar estdn dadas por

3
A+B=) (Ai+By)é, (2.4.2)

aA = Z (@A) é. (2.4.3)

Adicionalmente, la existencia del opuesto nos permite definir una operaciéon resta, entendida

como la suma del opuesto,

A-F=Ad+(-B) = (4-Bye. (2.4.4)

Figura 2.4.1: Operaciones bésicas vectoriales.

Problema 2.4.1. Considere dos vectores en R? y muestre la validez de la regla del para-
lelogramo para la suma de vectores. También muestre que la interpretacion geométrica del

producto por un real como un escalamiento es vdlida .
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2.4.2. Producto interior

El producto interior, o producto punto, automaticamente define una métrica para espacio
en cuestion. Esto es, al definir a través de él una norma, el producto interior nos dice como
se miden las magnitudes en el espacio. Por ello, este producto depende del espacio mismo
a través de su métrica, un concepto que se introducird més adelante. Aqui, teniendo R? en

mente, el producto interior es sencillamente

A-B=> AB,, (2.4.5)

A-B = B-A,
A <§+C*> = A-B+A.C, (2.4.6)
aA-B = <a/¥> . B,
A-A>0 si A+ 0.
Se define la norma de un vector no nulo como
(2.4.7)

y en este sentido es que el producto punto introduce una forma de medir, ya que claramente
A es la longitud del segmento que va del origen al punto con coordenadas A;. Ahora bien, ya

vimos en el Capitulo 1 que el producto interno nos permite definir 4ngulos a partir de

cosf = = -1, (2.4.8)

NN
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siendo 6 el &ngulo que forma el vector A con el eje x. De la misma forma podemos definir el

angulo que forma con el eje y como

(2.4.9)

y analogamente para el angulo con el eje z. La generalizacion a n dimensiones es directa y

se definen los llamados cosenos directores como

(2.4.10)

cost; = A-¢, (2.4.11)

donde definimos, en general, 1 = ﬁ para cualquier vector u, lo cual corresponde a un vector
que tiene la misma direccion que @ pero su norma es 1. A los vectores con norma igual a
uno se les llama unitarios. Obsérvese que, utilizando el concepto de coseno director podemos
escribir

A= ZACOS 0;é;, (2.4.12)

i=1
lo cual nos permite expresar un vector en términos de su magnitud y los angulos que forma
con cada uno de los elementos de la base. En particular, para elementos de R? se obtiene la
expresion

A=A (COS 611 + cos 6’25 + cos 9312:> , (2.4.13)
note que el vector cos 011 + cos 9215 + cos 931% tiene norma 1.
Problema 2.4.2. Obtenga la ec. (2.4.12).

Resta atn expresar, utilizando este producto, el &ngulo entre dos vectores cualesquiera A
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y B. Para ello, consideremos por simplicidad elementos de R? y sean

~

a=A-i (=B, (2.4.14)

los angulos que forman dichos vectores con el eje x y 6 = 3 — « el angulo entre ellos (ver

figura 2.4.2).

Figura 2.4.2: Angulos formados por los vectores A y B en la ec. (2.4.15)

Tenemos entonces que
A-B=AB, + AyBy = AB (cosacos 3+ sinasin ) = AB cos 0, (2.4.15)

de donde definimos el angulo entre dos vectores como

A-B -
04p = arccos (E) = arc cos <A : B) ) (2.4.16)

y se sigue que si el producto punto es cero, los vectores son ortogonales. Para vectores no

ortogonales, el d&ngulo varia como se muestra en la figura 2.4.3
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Figura 2.4.3: Producto escalar entre dos vectores como funciéon del angulo que subtienden.

Una operacion derivada directamente del producto punto es la de proyeccion. Esta busca
encontrar las componentes de un vector en alguna direcciéon, es decir interesa ver qué tanto
de un vector se encuentra en la misma direccién de otro y se puede pensar, para facilitar la
visualizaciéon, como la “sombra” que hace el vector A en la direccion B. Para ello, consideremos
los vectores A'? B y C como en la figura 2.4.4 y busquemos el valor de ¢, al cual llamaremos

proyecciéon de Aen B.

Problema 2.4.3. Considere que fes cierta propiedad de un fluido en movimiento. Fxplique
con sus palabras por qué el producto f ndS representa el flujo de dicha propiedad a través

del elemento de drea dS cuando 1 es el vector unitario normal al mismo.

4
o

4

tB B

v

Figura 2.4.4: Proyeccion de A en la direccion B.

Dado entonces que

C=A—1tB, (2.4.17)



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE VECTORES Y OPERACIONES BASICAS 49

y tomando el producto punto con B a ambos lados, podemos obtener para la proyeccion

A-B
t= 2

S (2.4.18)

Y

que es justamente la fraccion de A que “cae” sobre B. Notese que este escalar puede ser

negativo, con la misma interpretacion ilustrada en la figura 2.4.1.

2.4.3. Producto vectorial

El producto vectorial o producto cruz es, como mencionamos al principio de esta seccion,
ajeno a la estructura de espacio vectorial y solamente tiene sentido en R?, por lo que en esta
seccion nos restringimos a R3. Es una operacion entre dos vectores cuyo resultado vuelve es un
tercer vector perpendicular a ellos. Para introducir dicho producto, comenzaremos por pensar
en los vectores unitarios direccionales cartesianos como una terna ordenada. Esto es, sabemos
que dadas las direcciones i y j automéaticamente queda determinada la direccidon “positiva’
de k. En cursos anteriores, en particular en cursos de fisica, pueden haberle enseniado la “regla
de la mano izquierda” en la cual si se considera un primer vector en la direcciéon del dedo
medio y un segundo en la del indice, la direcciéon del pulgar serd la perpendicular positiva a
ellos. Es claro que el orden es importante y que si invertimos el orden, la direcciéon se invierte.

Esto lo podemos resumir en

ixj=k jxi=—k, (2.4.19)

y de forma similar, simplemente intercambiando los vectores pero teniendo en cuenta el orden,

se puede ver que

kxi=7 ixk=—j, (2.4.20)
Ixk=1 kxj=—i (2.4.21)
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Ahora, extrapolaremos este concepto a vectores generales usando las siguientes propiedades

del producto vectorial
éx@&ﬂﬂ:éxﬁ+éx3 (2.4.22)
44x<a§>:4101x§>. (2.4.23)
Problema 2.4.4. Demuestre que, en un sistema cartesiano tridimensional, si Ax B = 6,
entonces las coordenadas del vector C estdn dadas por C; = A;By, — ApBj si i, 3, k son

una permutacion ciclica de 1, 2, 3 (véase la figura 2.4.5). Para esto utilice la linealidad del

producto vectorial asi como las ecs. (2.4.19)-(2.4.21).

//’1 ///1
3 <« 2 3 e 2
Permutaciones ciclicas Permutacion aciclicas
123, 312, 231 132, 213, 321

Figura 2.4.5: Permutaciones de los ntimeros 1, 2, 3.

Derivado del problema anterior, vemos que el producto vectorial en R?, en términos de

las componentes de los vectores A y B esta dado por

A‘ X g = (AQBg — AgBQ)% + (AgBl — AlBg)j + (AlBQ — AgBl)];’, (2424)

lo cual puede ser escrito, utilizando notacién de determinantes, como

AxB= i — j+ k. (2.4.25)
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La ecuacién anterior motiva la siguiente notacion

gk
A Ay As |- (2.4.26)
B, By B;

Notese que la expresion anterior realmente no es matematicamente correcta, sin embargo es
particularmente ttil operativamente.

Una vez definido este tipo de producto, exploraremos sus propiedades. Primeramente
observemos que el producto cruz entre dos vectores cualesquiera (no nulos) es perpendicular

a ambos. Esto se puede verificar sencillamente calculando
i (ff X é) = Ay(AyBs — A3By) + As(AsBy — A1 By) + Ay(A1By — AsBy) =0, (2.4.27)

y de forma analoga se puede ver que B- (ff X E) = 0. En general esto implica que, dado que
A £0y B £ 0, el coseno del angulo que subtienden A y Ax B (e igualmente B y Ax B )
se anula y efectivamente los vectores son ortogonales. Teniendo ya la direccion del producto

cruz, calculamos su magnitud, la cual esta dada por

2

Ax B| = (AyBs— A3By)” + (A3By — A1B3)? + (A1 By — Ay By)?

= AT (B + B3) + A3 (B} + B3) + A3 (B + B) (2.4.28)

—2 (A1A2B1B2 + AgAngBg + AlAgBlBg,) .

Usando que A-B = ABcosf y por lo tanto

(AB COS 0)2 = A?B% + AgB% + A%Bg + 2 (AlAQBlBQ + AQAgBQBg -+ AlAgBlBg) s (2429)
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se obtiene, sustituyendo en la ec. (2.4.28), que

= 112
Ax B|| = 4282 (1 - cos?0), (2.4.30)

de donde H%YX EH = ABsinf. De este resultado podemos ver que el producto cruz de
vectores paralelos (o antiparalelos) es el vector nulo. Para vectores no paralelos, la direcciéon
del producto cruz siempre es ortogonal al plano formado por los dos vectores y su magnitud
aumenta con el angulo que subtienden siendo méaxima para 0 = 7/2, como puede verse en la

figura 2.4.6.

Figura 2.4.6: Magnitud del producto vectorial entre dos vectores como funciéon del angulo
que subtienden.

Una implicacién importante del resultado anterior es que la magnitud del producto cruz
corresponde con el area del paralelogramo formado a partir de los vectores A y B. Esto es de
suma utilidad para establecer el elemento de area sobre superficies. Por ello, se caracteriza el
area diferencial sobre la superficie a través de un vector perpendicular al plano que forman
dos vectores tangentes (no necesariamente ortogonales) y cuya magnitud es justamente el
area del paralelogramo que forman. Es asi como el producto cruz aparece en las integrales
de superficie que se pueden haber visto ya en cursos de calculo multivariable y que seran

estudiadas con cierto detalle en el proximo capitulo.

Problema 2.4.5. Desarrollar una animacion en un programa como Mathematica en la cual,
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variando el dngulo enire dos vectores se muestren los mismos asi como su producto cruz. La

norma de los vectores se pueden tomar unitarias.

El producto cruz satisface las siguientes identidades

a) A-BxC=AxB-C=CxA-B



Capitulo 3

Calculo diferencial e integral vectorial

El objetivo de esta seccion es recordar los principales elementos del calculo diferencial
e integral para campos escalares e introducir los operadores diferenciales y las integrales
relevantes para el caso de campos vectoriales. En la primera parte se motivan y definen los
operadores diferenciales en coordenadas cartesianas. En la segunda parte se recuerdan las
integrales de trayectoria, superficie y volumen ya vistas en cursos de calculo multivariable y

se generalizan a campos vectoriales introduciendo los conceptos de circulacion y flujo.

3.1. Elementos de calculo diferencial vectorial: operado-
res diferenciales

Los operadores diferenciales principales que actiian sobre campos son tres. El gradiente
ya es conocido para la mayoria de los estudiantes por cursos de calculo multivariable. Este
actlia sobre campos escalares y es crucial para poder hablar de diferenciabilidad en el caso de
dichos objetos. Més aun, la diferencial, que es la cantidad que viene a reemplazar la derivada
para funciones multivariables en el sentido de que cuantifica de manera global el cambio en
el campo, esta estrechamente ligada con el concepto de gradiente. Por ello, introduciremos

el mismo desde un punto de vista un poco mas formal retomando elementos de calculo

o4
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multivariable.

Los otros dos operadores que definiremos son la divergencia y el rotacional. Ellos actiian
sobre campos vectoriales y son usados mayormente en el modelado de problemas fisicos. Sin
embargo, su relevancia desde el punto de vista de las matemaéticas es indiscutible ya que es en
términos de ellos que se establecen algunas relaciones entre derivadas e integrales similares a
la del teorema fundamental del célculo. En este texto, los motivaremos a partir de situaciones

fisicas que seguiremos citando como aplicaciones a lo largo del mismo.

3.1.1. Gradiente

El concepto de derivada para funciones en R, asi como el de derivabilidad (o diferencia-
bilidad) no son sencillamente generalizados a campos escalares. Recuérdese que en el caso de
funciones de varias variables se introduce el concepto de diferencial, que naturalmente motiva
el primer operador diferencial que definiremos en esta seccion: el gradiente.

Un campo f que toma valores en R y cuyo dominio V' estd contenido en R™ se dice
diferenciable en un punto 7 (con coordenadas xg;) del interior de V' (estando ¥ = 7y + ¥ en
V'), si existe una transformacion lineal T, y una bola € (75; v) con centro en 7 y radio v tales
que

[ (7o +0) = f(70) = Tx, (V) + ve (7o; v), (3.1.1)

(zi — 20i) (3.1.2)

(se puede consultar un texto estandar de céalculo de varias variables para recordar la prueba
de la relacion anterior). La operacion del lado derecho se puede escribir en términos de un

producto interno si se define el gradiente de f como

Vf= Za—féz-, (3.1.3)
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y por lo tanto tenemos

Tr, (U) = V[l - (F—170). (3.1.4)

Con estas definiciones uno puede escribir la variacion de un campo escalar como

f (o +0) = f(10) ~ Vflg - (F=T0), (3.1.5)

y se introduce el diferencial como

df = Vf - dr, (3.1.6)

donde dF = dxi + dyj + dzk es el elemento de linea. La diferencial es una funcion de varias
variables capaz que cuantificar de forma global la variaciéon de un campo escalar tomando en
cuenta las variaciones en todas las direcciones.

Otro resultado importante que se puede establecer a partir de estos conceptos es el de la
derivada de un campo sobre una trayectoria. Suponga que se tiene f (), donde 7 varia sobre
una curva parametrizada. Si llamamos ¢ al parametro correspondiente y utilizando la regla

de la cadena se puede obtener

df (r(t
G _Gpomr. (3.1.7)
Problema 3.1.1. Demuestre que el resultado anterior es valido. Debe suponer que tanto f

como las componentes de 7' (t) son diferenciables sobre la curva.

Problema 3.1.2. Considere el campo f (7) = 23y — 2 + 3. (a) Encuentre la diferencial df.

(b) Calcule % ent = 5 sobre la hélice de radio 3 y paso 2.

Con respecto a las propiedades geométricas del gradiente, analizaremos su direccién con
respecto a los conjuntos de nivel del campo. Consideremos un conjunto de nivel
{FeR": f(F) =c} y dos puntos 7} y 7 pertenecientes al mismo. La diferencial para un

desplazamiento sobre el conjunto cuyos extremos sean dichos puntos es nula, por tener f el
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mismo valor en ellos. Esto es

Vf-di =0, (3.1.8)

vy dado que la ecuacion se sostiene para puntos y desplazamientos arbitrarios, podemos con-
cluir que en cada punto de un conjunto de nivel, el gradiente del campo es perpendicular al

mismo (véase la figura 3.1.1 ).

v

Figura 3.1.1: El gradiente es perpendicular al conjunto de nivel en cada punto.

Consideremos ahora dos conjuntos de nivel, correspondientes a valores ¢; y ¢o del campo
y un punto en cada uno de ellos, 77 y 7 respectivamente. La diferencial de f en un des-
plazamiento dr’ entre ambos puntos siempre valdra V f - dr. Por lo tanto, df aumentara a
medida que el angulo entre dr'y el gradiente disminuya y alcanzara su valor maximo cuando
sean paralelos. En este sentido, se observa que la direccion del gradiente es la que provoca

un mayor crecimiento (o decrecimiento) del campo f (véase la figura 3.1.2).
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v

Figura 3.1.2: La direcciéon del gradiente en cada punto es la que provoca una variacién mayor
del campo.

Para entender esta propiedad, pensemos que estamos ubicados en cierta superficie, que es
un conjunto de nivel, y tenemos derecho a dar un paso de tamano fijo en cualquier direccion.
Tenemos a nuestro alcance muchas otras superficies de nivel, pero si queremos llegar a la
que corresponde a un nivel ¢ mayor, debemos desplazarnos en la direccion del gradiente en
el punto en el que estamos. Esto se debe a que tanto el gradiente en el punto como la norma
de dr son fijas y lo tnico que varia en el diferencial es el angulo entre dr'y V f. Si damos
el paso en la direccion ortogonal al gradiente, nos estaremos moviendo sobre la superficie y
no cambiaremos de nivel. Cualquier otro desplazamiento nos llevara a un cambio de nivel
Ac = |Vf||di]cosf que serd maximo para 6§ = 0. De esta manera queda determinada la
direcciéon que llevara a un cambio de nivel maximo, para un desplazamiento de longitud fija
desde cualquier punto sobre una superficie de nivel.

En la figura 3.1.3. se muestra la grafica de f(z,y) = 2? — y? (izquierda), a la derecha su
conjunto de nivel junto con el gradiente de f. A lo largo del eje horizontal (f (z,0) = ?),
tenemos que el valor de f crece conforme nos alejamos del origen, las flechas que representan
el gradiente apuntan en la misma direccién. Por otra parte, si nos movemos a lo largo del
eje y (f(0,y) = —y?), alejandonos del origen, f decrece y en esta ocasion la direccion de las

flechas es opuesta.
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(x,y)=x>-y? ’ 1
. 05
0.5 ‘ 0
0

X

Figura 3.1.3: En el lado izquierdo la grafica de f(z,y) = 22 —y? , del lado derecho el conjunto
de nivel y el gradiente de f.

Este es un buen punto para regresar al concepto de vector unitario direccional, que se
manejo para coordenadas curvilineas, y esclarecer ahora la segunda parte de la ec. (2.3.1),
esto es

. Vy;

& = ———. (3.1.9)
IVaill

Recordemos que ¢é; es un vector ortogonal a la superficie de ¢; constante y da la direccion
en la cual varfa tinicamente ¢; (aumenta) mientras el resto de las coordenadas se mantienen
constantes. Esto coincide claramente con las dos propiedades geométricas del gradiente que
se mencionaron arriba. Si consideramos por ejemplo la superficie de coordenada constante g;

como el conjunto de nivel

I'= {(q17CI27Q3) S Rg g1 = 1}; (3110)

tenemos que f(q,,q2,q93) = q1 y por lo tanto Vg, es ortogonal a la superficie I' y a su vez
tiene la direccion en la cual ¢; aumenta dejando constantes ¢» y ¢3. Recordemos que al ser
la coordenadas ortogonales, la direccién de maximo crecimiento de ¢; es aquella en la que ¢
v g3 no varian. Para obtener la ec. (3.1.9) solo basta recordar que los vectores direccionales

deben ser unitarios por lo cual se normaliza dividiendo entre la norma del mismo.

Problema 3.1.3. Encuentre un vector normal a la superficie 202% — 3xy — 4x = 7 en el
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punto (1,—1,2).
Problema 3.1.4. Suponga que la altura de un pico estd dada por z = 6 — x> — 2y* y una
persona se encuentra en su base, en el punto (2,1,0). Siga los siguientes incisos para obtener

la curva sobre la cual el alpinista debe escalar para llegar a la cima de forma mds rdpida.

a) Muestre que en cada punto (x,y,z) del pico, la direccion sobre el mismo en la cual hay
un mdzimo aumento de la coordenada z es —2xi — 4yj. Realice un diagrama de la superficie
(pico) en R3 asi como de las curvas de nivel en el plano xy. Muestre sobre el diagrama la
direccion de mdxima inclinacion.

b) La trayectoria dptima para el alpinista, en el plano xy, estard entonces dada por la curva
y (z) cuya tangente en cada punto tenga la direccion —2xi — 4yj. Usando esta informacion,
obtenga una relacion y (x) para dicha curva. Recuerde que el punto (2,1,0) debe pertenecer
a la misma.

¢) Finalmente obtenga que la persona debe caminar sobre la curva dada por z = 6 — x% — "’“"7:,
y = %2. Realice una grifica en un programa como Mathematica mostrando la superficie del

pico asi como la trayectoria dptima.

Problema 3.1.5. Muestre que Vr® = nro %7 donde 7 es el vector posicion en R™ y r su

norma.

Un resultado que sera de gran utilidad mas adelante y conviene tener presente es el siguien-
te. Considere una funcion escalar que depende tnicamente de la norma del vector posicion.
Este sera naturalmente el caso de varias cantidades de interés, por ejemplo si pensamos en
la temperatura a cierta distancia de una fuente de calor. Si ubicamos el origen del sistema
coordenado en la posicion de la fuente, tenemos que la temperatura dependerd tnicamente
de la distancia del punto a la misma, esto es r = ||7]|. De forma similar podemos pensar en
muchos ejemplos de campos escalares que dependen tnicamente de la distancia a un punto.

Para este tipo de funciones, el gradiente toma la forma

B of . _ af or

_ = R 3.1.11
- 83:1-6 - or 8xi6 ( )

Vi)
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y dado que
or T;
— = — 112
podemos escribir
Vf(r)=f(r)eé. (3.1.13)

El gradiente de un campo escalar que tnicamente depende de la distancia, tiene direccion
radial. Observamos entonces que para este tipo de cantidades los conjuntos de nivel (las
superficies en las cuales f no varia) son esferas y la direccion radial es la normal a las mismas
y a su vez la de maximo crecimiento. Este resultado concuerda con la experiencia: en busca
de un aumento o disminuciéon maximo de temperatura, uno debe moverse en direccion radial
teniendo como centro la fuente de calor.

Claramente, el operador gradiente actiia iinicamente sobre campos escalares generando
un campo vectorial con propiedades geométricas bastante interesantes y ttiles. En algunas
ocasiones se habla de calcular el gradiente de campos vectoriales pero dicha operacién genera
un objeto que claramente no es un campo vectorial. Este es otro de los casos en los que
aparecen los tensores, bajo ciertas condiciones, y se discutird mas adelante. En las siguientes
subsecciones veremos dos operadores diferenciales que si acttian sobre campos vectoriales,

uno de ellos generando un campo escalar y el otro uno vectorial.

3.1.2. Divergencia

Para motivar la definiciéon de la divergencia y tener una idea intuitiva de su interpretacion
geométrica, estableceremos la ecuacion de continuidad. Esta relacion es mayormente conocida
por su aplicacion a fluidos pero realmente es una ecuaciéon de conservacion general, valida
para cualquier cantidad que se “transporta a si misma”. Con esto nos referimos a cualquier
cantidad cuya variacion en una region esta dada inicamente por su movimiento sin que exista
un agente que la elimine o produzca. Por ejemplo, la masa de un fluido es una cantidad

portada por las particulas que lo constituyen de forma tal que al moverse dichas particulas
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se desplaza la masa en el espacio.

Consideremos entonces por simplicidad un fluido con una densidad p y velocidad «. La
densidad es un campo escalar y la velocidad un campo vectorial y ambos dependen del tiempo
y de la posicion. Consideremos un volumen diferencial en algtin sector del fluido como en la

figura 3.1.4.

> (xo,J’o,Zo)

>V

Figura 3.1.4: Volumen diferencial de fluido (fijo).

La variacién de la masa dentro de la parcela puede ser escrita como

AM
— =M, - M_ 3.1.14
At + ’ ( )

donde M, y M_ corresponden con la cantidad de materia que ingresa y que abandona el
volumen en un intervalo de tiempo At respectivamente. El flujo de masa, o de cualquier

cantidad cuya densidad estd dada por p y se mueve a una velocidad  esta dada por

—

J = pit, (3.1.15)

cuyas unidades son las unidades de la cantidad, en este caso kilogramos, por unidad de area
y de tiempo. Por lo tanto J es la “corriente” de masa que atraviesa una superficie por unidad
de tiempo y de superficie. Ahora bien, para establecer la ecuacion de balance, pensemos en

la cantidad de masa que atraviesa las caras del cubo de la figura 3.1.4 una por una. Por



CAPITULO 3. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL VECTORIAL 63

ejemplo, en la direccién ¢, tenemos materia que ingresa al volumen en la cara z = xg y lo
abandona en x = xy + Az. Estas cantidades estdan dadas por la proyeccion del flujo en la
direccién ortogonal a las caras, esto es pu - 7.

Para entender lo anterior consideremos un campo vectorial en dos dimensiones F' (z,y) y

una superficie ortogonal al plano zy como en la figura 3.1.5.

Superficie

Figura 3.1.5: Campo a través de una superficie. La componente paralela a la superficie no
aporta al flujo.

Descomponiendo el campo en una direccion paralela y una perpendicular a la superficie,
como en la figura, se puede ver claramente que tinicamente la componente ortogonal es la que
atravesard la superficie. Para generalizar este concepto, basta con pensar que si la superficie
en cuestion es diferenciable en la regiéon de interés, la componente del campo que atravesara
la superficie en cada punto serd la proyeccion del campo en la direcciéon normal a la misma.

Para el caso del fluido, claramente podemos escribir

M, = AyAzf(xo, Yo, 20) - i+ AwAzf(afo,yo, 20) - ] + Awij(xo,yo, 20) - k, (3.1.16)

M_ = AyAzf(a:o + Az, yo, 20) - i+ Aa:Azf(a:o,yo + Ay, zp) j + AxAyf(mo,yg, 20+ Az) - l%,
(3.1.17)
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por lo tanto

oM
ot [J1 (zo + Az, Yo, 20) — J1 (o, Yo, 20)] AyAz

— [Ja (20, Yo + Ay, 20) — J2 (z0, Yo, 20)] AxAz (3.1.18)

— [J5 (z0, Yo, 20 + Az) — J3 (z0, Yo, 20)] AzAy,

donde J; = pu; con wu; las componentes de @. Dividiendo ambos lados de la ec. (3.1.18) por

AV = AzAyAz y calculando el limite con AV — 0 obtenemos

J1 (zo + Az, Yo, 20) — J1 (z0, Yo, 20)
, 9 M _ , 1 0 » Y0, <0 1 0y Y0, <0
AI\I/IEO ot AV Algilo Az
J. A —J
Ay—0 Ay
4 1m Js (0, Yo, 20 + Az) — J5 (z0, Yo, Zo).
Az—0 AZ

Al tomar del lado izquierdo el limite de volumen infinitesimalmente pequefo, la densidad

serd aproximadamente constante en el mismo e igual a

_M (3.1.20)
P= AV o
y por lo tanto tenemos
dp Opuy  Opuy  Opus
- =— 3.1.21
ot ( or "oy oz ) (3.121)
0
0
P LN (pit) = 0, (3.1.22)
ot
donde hemos definido el operador diferencial divergencia como
2. 94,
V-A= -, 3.1.23
> o (3..23)

La ec. (3.1.22) es una ecuacion diferencial parcial para la variacién de la densidad local en
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un fluido.

Problema 3.1.6. Muestre la siguiente propiedad para la divergencia: V - (fff) =fV. A+
A-VT.

Utilizaremos la ecuaciéon de continuidad para interpretar la divergencia de un campo vectorial.

Antes de ello, consideraremos

dp Op or  0dp

sz = = . . 1.24

T T T TR (3.124)
Sustituyendo la ec. (3.1.24) en la (3.1.22) y usando la propiedad demostrada en el problema
3.1.5. obtenemos

1dp .
-— ==V -u. 3.1.25
sV ( )

El lado izquierdo de la ec. (3.1.25) es la variacion temporal de la densidad normalizada a
la densidad en el punto. Por lo tanto, valores positivos de V -« llevaran a valores negativos
de esta cantidad, lo cual implica que si el fluido tiene divergencia positiva en una localidad
existe un flujo neto hacia fuera del mismo. Si la divergencia es negativa existira un flujo neto
hacia el interior y una divergencia nula implica una densidad constante. Viendo la figura
3.1.6, podemos intuir que la divergencia esta relacionada con qué tanto las lineas de campo
convergen o divergen de un punto. En la figura 3.1.7 se muestra esquematicamente la variacion

de la divergencia de algunos campos en los cuales es ficil observar esta propiedad.
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]|
(e
\ A A

dp

1
pdt<0

A

Figura 3.1.6: Ecuacion de continuidad.

Vale la pena observar que la divergencia no estd relacionada tnicamente con la direc-
cion del campo. Si las lineas de campo son, por ejemplo, paralelas pero la intensidad del
mismo aumenta, tendremos una divergencia positiva. Tal es el caso del campo A = xi cuya

divergencia es 1 ain siendo las lineas de campo paralelas.
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Figura 3.1.7: Variacién de la divergencia de un campo.

Problema 3.1.7. Dé un ejemplo de un campo vectorial en R* (a) con lineas de campo
paralelas y divergencia negativa, (b) con lineas de campo no paralelas y divergencia nula,
(c¢) con lineas de campo paralelas que tenga un cambio de signo en su divergencia. Muestre
los campos propuestos con algunos vectores (apdyese con la instruccion VECTORPLOT de

Mathematica o algin software de su eleccion).

Como se mencion6 anteriormente, los campos centrales son de particular interés, en es-
pecial dentro de la teoria de potenciales. Estos son derivados de potenciales que dependen
unicamente de la magnitud de 7. El siguiente problema explora la divergencia de un campo

de este tipo.
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Problema 3.1.8. Muestre que en R3, V - (r*F) = (a + 3)r®. Generalice el resultado para

R".

El resultado del problema anterior puede resultar un poco intrigante en vista de la ec.
(2.2.2). Las lineas de campo de un campo de fuerzas indican, siguiendo la 2da ley de Newton,
la direccion de movimiento de una masa de prueba que se coloque en cada punto. Por ello,
uno espera que las lineas de campo se acerquen radialmente a la fuente del campo en el caso
de fuerzas atractivas y se alejen en el caso de las fuerzas repulsivas, como puede verse en
la grafica de la esquina inferior izquierda de la figura 3.1.7 (tenga en cuenta que las figuras
estan en R?). Sin embargo, el problema anterior parece decir que V - (r=2¢,) = 0. Hay que
tener cuidado en este punto: el resultado anterior es claramente valido solo para r # 0. Para
r = 0 el campo no existe y por lo tanto no podemos hablar de su divergencia en dicho punto.
Este tipo de comportamiento proviene del hecho de que estamos suponiendo como fuente
de campo un objeto puntual, ya sea para la fuerza gravitacional o la electrostética. Este

problema se retomara y resolvera al estudiar el teorema de Gauss.

3.1.3. Rotacional

El concepto de rotacional no es tan sencillo de introducir como el de la divergencia y del
gradiente, excepto cuando el estudiante estd de antemano familiarizado con algunos temas
de fisica que involucran dicha cantidad. Intentaremos de todas formas motivarlo, aunque su
interpretacion geométrica asi como su relevancia quedaran completamente claros cuando se
vea el teorema de Stokes.

Es relativamente intuitivo, por la notacion utilizada para la divergencia y el gradiente, que
puede tener sentido aplicar el operador de derivadas parciales ”V” sobre un campo vectorial
de una forma similar a un producto cruz, esto es

> ~(0A; 0A ~ (0A; 04 ~ (0Ay 04
VxA—z( - )_j(ﬁx_ﬁz)—'_k(@m_ay)' (3.1.26)
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Adicionalmente, por su nombre, queda claro que algo tiene que ver este operador con la
rotacion del campo. Pensemos entonces en un fluido que rota en torno al origen con velocidad
U = (v1,v2,0) como se ve en la figura 3.1.8. Este movimiento corresponde con una rotacion

positiva siguiendo la convencién de sentido positivo antihorario.

Figura 3.1.8: Fluido con rotacién en torno al origen.

Siguiendo el diagrama, vemos que la velocidad vertical del lado derecho es positiva y del

lado izquierdo negativa. Esto implica
81]2
— > 0.
Ox
De forma similar, la velocidad horizontal es negativa para y > 0 y positiva para y < 0 lo cual

significa que
81)1

— < 0.
Jy

Si calculamos el rotacional de un campo de velocidades con estas caracteristicas tenemos
VxT=k (— - —) > 0. (3.1.27)

A esta cantidad se le llama vorticidad del fluido y cuantifica la rotacién a nivel local en torno
a un punto, en este caso el origen. De esta forma, la direccion del rotacional esté relacionada
con la direccion del giro, siendo éste perpendicular al plano en el que se da la rotacion (ver

figura 3.1.9).
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V xv

—
v

v

Figura 3.1.9: Direccién del rotacional.

Problema 3.1.9. Muestre que si f es un campo escalar y A un campo vectorial se satisfacen

las siguientes relaciones:

a) V x (f/f)szxferfoﬁ,

—

b) v-(A’xz?):é-(vXA) X~<Vx§).

3.1.4. Operadores de segundo orden

Operando sobre gradiente, divergencia y rotacional se pueden obtener operadores diferen-
ciales de orden superior sobre campos. Los de segundo orden son los de mayor interés por
su aplicacion a la fisica, principalmente en las ecuaciones diferenciales parciales. El operador
que mas frecuentemente encontraremos en dichos problemas es el laplaciano, el cual se define

como la divergencia del gradiente y se denota como

VA (F) =V (V7).

Algunas otras operaciones son relevantes, como por ejemplo el rotacional de un gradiente y la

divergencia de un rotacional. En ambos casos se satisface que bajo ciertas condiciones (sobre
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—,

los campos fy A)
Vx(Vf)=0,

v-(vXﬁ>:0.

Problema 3.1.10. ;Bajo qué condiciones se sostienen las igualdades anteriores?

Problema 3.1.11. En equipos, investigar ecuaciones diferenciales parciales que involucren
el operador laplaciano y exponerlas al grupo. Es importante dar un fundamento a las mismas
desde un punto de vista intuitivo asi como al menos un bosquejo de su planteamiento. Fjem-
plos de ecuaciones que se pueden estudiar son la ecuacion de calor y la ecuacion de onda. No

es necesario ahondar en el método de solucion.

Problema 3.1.12. Las ecuaciones de Mazwell son ecuaciones para los campos electromagné-
ticos. Investigue sobre las mismas en un libro de texto en inglés y escribalas (en el vacio) en
su forma diferencial en sistema internacional. Utilice los operadores diferenciales y sus pro-
piedades para obtener una sola ecuacion diferencial para el campo eléctrico. Indique qué tipo
de ecuacion obtuvo y qué tipo de solucion tiene. Discuta fisicamente su resultado e interprete

el significado del factor peg.

3.2. Elementos de calculo integral

En esta parte se introduciran las integrales de linea, superficie y volumen de campos
vectoriales. Para ello, primero se recordaran las correspondientes para campos escalares, las

cuales con seguridad fueron definidas y estudiadas en cursos anteriores.

3.2.1. Integrales de linea: circulacién

Recordemos que la integral de trayectoria de un campo escalar sobre una curva C orien-

tada, dada por una parametrizacion ¥ (t) con t € [a, b, se define como

/C f () ds = / £ W) 17 0] d, (3.2.1)
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y se interpreta a grandes rasgos como el acumulado de f sobre la curva en cuestion. Aqui
|7 (t)]| dt = ds es el elemento diferencial de longitud sobre la curva y 4 (¢) consiste en un

mapeo como el mostrado en la figura 3.2.1.

Figura 3.2.1: Curva parametrizada.

Para el caso de campos vectoriales, podriamos integrar sobre una curva cada una de sus

componentes, esto seria denotado como

— b —
/ Fs = / FGF@) 15 ()] de, (3.2.2)
C a

y, si F; son las componentes de F' en alguna base é; tendremos

/C Fis=Y e, / F (7 (1) 17 ()] dt. (3.2.3)

Sin embargo, la mayorfa de las veces no es esta la integral que nos interesa, sino una cantidad
particular llamada integral de linea que corresponde con la integral de trayectoria de la
componente del campo paralela al vector tangente a la curva en cada punto. Para motivar
dicha definicion, regresaremos al problema de la dindmica de una particula. Supongamos que
su masa es constante y que el objeto (puntual) se mueve bajo la influencia de una fuerza

ﬁ(?) trazando una trayectoria 7 (t) donde el parametro ¢ es el tiempo. De esta forma, la
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ecuacién de movimiento esta dada por

d*7 (t)
a2

F (7 (t) =m (3.2.4)
Sin resolver la ecuacion diferencial, de segundo orden, podremos obtener informaciéon valiosa
sobre el movimiento de la particula. Comencemos por proyectar la ecuacion sobre la trayec-
toria. Para ello, calculamos el producto escalar a ambos lados con 7/(t), que tiene direccion
tangente a la curva en cada punto de la misma. Obtenemos entonces

m d / 2
oW (" (t)7) . (3.2.5)

Ahora, integremos ambos lados de la ecuacion en un intervalo de tiempo [tq, %] y, llamando

K; = smuv? donde v; = ||’ (¢;)||, obtenemos la siguiente relacion
to .
Ky — K, = / F(7(t) -7 (t)dt. (3.2.6)
t1

La cantidad K; que aparece del lado izquierdo de la ecuacién (3.2.6) se denomina energia
cinética, dado que es la proveniente del movimiento. Lo interesante aqui es que, conociendo
la integral del lado derecho, podemos saber la diferencia en la energia, o en el cuadrado de
la magnitud de la velocidad, entre dos puntos de la trayectoria. En el caso en el que dicha
integral se anule tendremos K; = K5 y como los puntos que se han escogido son arbitrarios,
tendremos que la energia cinética es constante en todo el recorrido. También observemos
que siempre que la fuerza sea ortogonal al desplazamiento la integral se anulard y K serd
constante. Definimos entonces al trabajo realizado por la fuerza Falo largo de la trayectoria

7(t) con t € [ty,t2] como

/t " F (F(t)) - 7' (t) dt. (3.2.7)

Este ejemplo es el mas tradicional para las integrales de linea. Su conexién con la teoria de po-
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tenciales se establecera en el siguiente capitulo como una aplicacion del teorema fundamental
del calculo.

Con el ejemplo anterior queda justificado, en parte, el interés por esta forma particular
de calcular la integral de un campo vectorial sobre una trayectoria. Definimos entonces la

integral de linea del campo vectorial A sobre la curva C (con cierta orientacion) como

/CAT d5 = /f AGF@®) -7 () dt, (3.2.8)

siendo 7 (t) con t € [t1, 3] una parametrizacion de C . Esta integral no es la integral del

campo como tal sino la de su componente sobre la trayectoria (tangente a ella). Mas aun,

notese que multiplicando y dividiendo el integrando por ‘ ~ (t)H podemos escribir

/C/T- d5 = /: A1) T)J/(t)” dt, (3.2.9)

donde T = ~/(t)/ ‘

’?’(25)“ es justamente el vector unitario tangente a la curva en cada punto

/Cff-dgz/C(fT-T) ds. (3.2.10)

La expresion anterior finalmente nos muestra de forma transparente como la integral de linea

y por lo tanto

de un campo es la integral de trayectoria de la componente del campo tangente a la curva
en cada punto. Cuando la curva es cerrada, la cantidad recibe el nombre de circulacion.
Para entender esto, basta con observar que la operacién en cuestiéon consiste en sumar todas
las proyecciones del campo sobre la curva. En la figura 3.2.2 se ilustran esquematicamente
algunos casos de circulacion positiva, negativa y nula respectivamente. Notese la importancia

de que la curva se encuentre orientada.

Problema 3.2.1. En equipo, grafique en Mathematica los campos vectoriales ﬁ(x,y) =
i+ Y)Yy é(x,y) = (z—y)i+ (x+y) ], cada uno junto con la curva C que representa el

circulo unitario en sentido antihorario. Discuta, en cada caso, si la circulacion es positiva,
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negativa o cero. Ahora realice las respectivas integrales de linea y verifique su resultado.

-
-
-
-

-
-+
v
P
P

v
-
-
-
-

v

Figura 3.2.2: Ejemplos de circulaciéon positiva, negativa y nula, respectivamente.

Problema 3.2.2. Sea la curva C una hélice de radio 1 y paso 27 centrada en el origen.
Considere las funciones f(x,y,2) =2 +y*> + 2% y ﬁ(:z:, Y, 2) = a1 + 2zy) y calcule Jofdsy

fc F - d7 para una revolucion de C entre los extremos 7y = (1,0,0) y 7 = (1, 0, 27).

Problema 3.2.3. Considere el campo f (7) = (1 + 3y2)_1/2 en R? y sea C la elipse dada por

% + 9% =1 con sentido antihorario. Calcule

/Cf(F)ds y /CVf(f).dgt

3.2.2. Integrales de superficie: flujo

Las integrales de superficie resultan un poco mas elaboradas que las de trayectoria y
linea. Recordemos que para parametrizar una superficie I' necesitamos dos parametros que

permitan expresar la misma como el conjunto de puntos con vectores de posicion dados por
& (u,v) =z (u,v) 1 +y (u,v) J + z (u,v) k, (3.2.11)

con (u,v) € D, siendo D C R2 De esta forma, la parametrizacion & es un mapeo como el

que se muestra en la figura 3.2.3.
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Figura 3.2.3: Superficie parametrizada

El elemento de area en estas condiciones se obtiene a partir de calcular el producto cruz de
dos vectores tangentes a la superficie en cada punto. Como hemos visto anteriormente, los

vectores tangentes son

- Jd - Jd
u= A ; v = T 3.2.12
Ju ov ( )
v el elemento de 4rea esta dado por
s = ( T, x T|| dudo. (3.2.13)

que es el area del paralelogramo formado por los vectores fu y ﬁ,. Se define entonces la

integral de superficie de un campo escalar f como

Ty x T,

/Ff(F)dsz/Df(a(u,v))( dudv, (3.2.14)

donde hemos utilizado como notaciéon compacta |, p para indicar la integral doble sobre u y
v.

De forma similar al caso de la integral de linea, aqui podemos decir que para llevar
a cabo la integral de superficie de un campo como tal, uno puede integrar cada una de sus
componentes. Esto es una operacion completamente valida y de interés en algunas situaciones.
Sin embargo, y una vez mas motivado por la fisica, se tiene que la cantidad relevante en la
mayoria de los casos es la integral de superficie de una componente particular del campo
vectorial con respecto a la superficie. En el caso de la integral de linea nos interesaba conocer

la integral de trayectoria de la componente del campo paralela a la curva. En este caso, sin
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embargo, integraremos la componente del campo perpendicular a la superficie en cada punto.
Esto se puede entender desde un punto de vista geométrico, pensando que mientras que la
generalizacion del elemento de longitud es un vector con la misma norma y direcciéon paralela
a la curva, la del elemento de superficie tendra como magnitud el &rea pero asumird una

direccion ortogonal al plano tangente a la superficie. Esto es

ds —> d5 = dsT,

dS — dS = dSN,

donde N es un vector unitario normal a la superficie en cada punto. Cuando decimos normal
a la superficie nos referimos a un vector ortogonal al plano tangente a la superficie en cada

punto, esto es

: (3.2.15)

dado que fu v fv determinan el plano tangente a la superficie en cada punto y su producto
cruz tiene direccién ortogonal a ambos. Recordemos que el orden del producto determinaré
el signo y por lo tanto el sentido de la normal. La recomendacion en este caso es obtener
la direccion de N a reserva del signo y luego ajustarlo segun la orientacion de la superficie.

Ahora bien, con esta idea en mente podemos definir la integral de superficie de un campo

/F,éf-dg_ /F (Z-N) ds. (3.2.16)

Problema 3.2.4. Sea I' la superficie lateral de un cilindro eliptico dado por %2 +yP =1y

vectorial A como

0 < z < 5. Parametrice la superficie y grafiquela usando algin software. Calcule fr F (7) dS

para F (F) = 21 + yj — tan (22 + /yZ) k.

Problema 3.2.5. Calcule el drea de un toroide de radio mayor R y radio menor r utilizando
para ello una parametrizacion de dicha superficie del tipo &(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)] +

2(u, v)k.
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Una motivacion para definir la integral de superficie como (3.2.16), proviene de la fisi-
ca y en particular del concepto de flujo. Cuando establecimos la ecuacion de continuidad
en la seccion anterior, nos preguntamos qué tanto del fluido atraviesa un area para saber
qué cantidad del mismo abandona o ingresa a cierto volumen. Retomemos entonces dichos
elementos y observemos que si queremos saber la cantidad total de fluido que atraviesa un
area superficial, inicamente nos interesa la componente ortogonal a la misma dado que las
otras dos componentes del campo se desplazarian de forma paralela a ella. Es directo entonces

definir el flujo de un campo A a través de una superficie I' como
Dy = / A-dS. (3.2.17)
r

Problema 3.2.6. Calcular fs 7-dS donde S es la superficie de un cubo unitario con vértices
en (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) y 7 es el vector posicion. Grafique la superficie
parametrizada y el campo vectorial. Observe que sélo 3 caras contribuyen a la integral y que

las tres tienen el mismo valor. Relacionar este resultado con el concepto de flujo.

3.2.3. Integrales de volumen

Las integrales de volumen consisten en integrales triples sobre una regién cerrada de R?

y se definen como

/ f () dr, (3.2.18)

v

para campos escalares y para campos vectoriales se considera la integral de las componentes
3

/Vfi’(f) dr=>" (/V A; (7) d7> éi. (3.2.19)

=1
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Aqui el elemento de volumen d7 se expresa de forma que simplifique el calculo de la integral

y en el caso de coordenadas cartesianas esta dado por

dr = dxdydz. (3.2.20)

Los elementos de volumen en otras coordenadas ortogonales se establecieron en el Capitulo

2.

Problema 3.2.7. Calcule la integral de volumen del campo f(x,y,z) = /22 +y>+ 22 en

la region limitada por las esferas de radio 2 y 1 centradas en el origen y con z > 0.

Problema 3.2.8. Encuentre la masa de un solido limitado por el paraboloide z = 1 — x* —y?

y el plano z = 0 si su densidad estd dada por p (7) =x +y + 1.



Capitulo 4

Teoremas Integrales

Con los elementos fundamentales del célculo diferencial e integral para campos escalares
y vectoriales en mente, es momento de ver como se relacionan entre ellos. Como antecedente,
recuérdese que en cursos de calculo en una sola variable, luego de definir y estudiar la derivada
y la integral se introduce el teorema fundamental del célculo que finalmente une ambos
conceptos. Este teorema establece una relacion entre la operaciéon que se introdujo para
explorar la razén de cambio de una funcion (la derivada) y la que se motiva como area bajo

una curva (la integral). El teorema fundamental del calculo, que aqui enunciaremos como

/ab (dfdix)) dv = f(0) = f(a) (4.0.1)

finalmente nos lleva a concebir la derivacion, o diferenciacion, y la integracién como opera-
ciones de alguna manera inversas.

Los teoremas integrales que se veran en estas notas son conceptualmente similares al
teorema fundamental del calculo en una variable. Para ver sus enunciados con mayor claridad,
consideremos la ec. (4.0.1) desde otro punto de vista. Es importante reconocer, a partir de la
misma, que las operaciones de derivar y posteriormente integrar no regresan la funcion integra
sino tnicamente la diferencia de sus valores en los extremos del intervalo de integracion. Esto

es, los detalles de la funcién en los puntos intermedios son irrelevantes, siempre y cuando no

80
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se pierda en los mismos la diferenciabilidad, claro estd. Es de suma importancia tener esta
idea en mente al momento de ver por primera vez los teoremas integrales para el céalculo
vectorial. Sin alargar mas el preambulo, estos teoremas son:

a) Teorema Fundamental del Célculo en R”

/Vf -ds = f(r (b)) — f(r(a)) donde 7 (a) y 7(b) son los extremos de la curva C
c
(4.0.2)

b) Teorema de Gauss
/ (V . ﬁ) dr = / F-dS  donde la superficie ' es la frontera de la region V (4.0.3)

v r

¢) Teorema de Stokes

/ (V X ﬁ) - dS = /ﬁ -ds  donde la curva C es la frontera de la superficie I". (4.0.4)
r c

Aqui se han omitido los detalles de las hipdtesis para poder visualizar de forma rapida y
sencilla la estructura de los teoremas. Lo importante en este momento es identificar que cada
uno de ellos establece un resultado similar al del teorema fundamental del calculo en R. Del
lado izquierdo tenemos una integral de un operador diferencial y del lado derecho la funciéon en
cuestion integrada (o evaluada en el caso de la ec. (4.0.2)) en un dominio con una dimensiéon
menor, siendo el mismo la frontera de la region de la integral del lado izquierdo. Veamos este
punto con més cuidado. En el caso de la ec. (4.0.1), tenemos que si integramos la derivada
de una funcién sobre todo un intervalo, obtenemos la funcién evaluada en los extremos del
mismo, que constituyen su frontera al considerarlo como conjunto de puntos. Los valores de
la funcién en puntos intermedios es irrelevante y con los valores en los extremos podemos
saber el valor de la integral. El teorema fundamental del cilculo para R", enunciado en la ec.
(4.0.2), tiene un contenido anilogo. En este caso, como ya no tenemos una funciéon sino un

campo, el operador diferencial es el gradiente y no la derivada. Al calcular la integral de linea
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del gradiente del campo en una curva, obtenemos la diferencia del mismo en la frontera de
la curva, que son sus puntos extremos. Los valores intermedios son nuevamente irrelevantes.

Observe que realmente la ec. (4.0.1) en un caso particular de la ec. (4.0.2).

Problema 4.0.9. Muestre que la el teorema fundamental del cdlculo contiene el resultado
del la ec. (4.0.1). Proponga cuales serdn entonces las hipdtesis detrds de la ecuacion (4.0.2)

para que haya consistencia.

De manera similar, vemos del lado izquierdo de la ec. (4.0.3) la integral, en este caso en
una region de R? encerrada por una superficie, de un operador diferencial actuando sobre
un campo. Del lado derecho obtenemos la integral del campo en cuestion sobre la superficie
frontera. Los valores del campo en el interior de la regién no afectan el valor de la integral.
En el caso del teorema de Stokes ocurre algo similar, partimos de la integral de un operador
diferencial aplicado a un campo. La integral es doble, sobre una superficie que tiene como
frontera una curva y obtenemos del lado derecho una integral de linea del campo sobre
dicha curva sin importar los valores del campo en el resto de los puntos de la superficie.
Claro que en cualquiera de las ecs. (4.0.2)-(4.0.4), el comportamiento de los campos en el
interior no es completamente irrelevante ya que deben satisfacer las hipdtesis que se detallaran
en las siguientes subsecciones, aqui solo buscamos apreciar la estructura general de estas
relaciones. Efectivamente, parece que los tres teoremas integrales exhiben algo similar a lo
que intuitivamente se maneja en los cursos béasicos de célculo: la derivada y la integral actiian
como si fuesen operaciones inversas de forma tal que cada vez que se integra una derivada se
obtiene una integral menos. En la ec. (4.0.2) se pasa de una integral sencilla a una funcion
sin integrar, en la ec. (4.0.3) de una integral triple a una doble y en la ec. (4.0.4) de una doble
a una sencilla. Claro que no son integrales cualesquiera, los dominios son muy precisos asi
como los operadores diferenciales que intervienen. Adicionalmente, es importante recordar
que componer funciones u operadores inversos genera la identidad, aqui el resultado no es

tal.
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4.1. Teorema fundamental del calculo

Sea C una curva suave con 7 (t), t € [a, b], una parametrizacion donde 7' (t) es continua y

f un campo escalar C' en C, entonces

[ vras=rao -r6a). (1.0.1)
Como
b
Vf-ds= Vo - (t)d 4.1.2
[ vras= [ r, 5w (41.2)
y tomando en cuenta que
df (7 (1))

podemos escribir

vaw:[ﬁgg@m:ﬂWW—fwwu (4.1.3)

donde hemos usado el teorema fundamental del calculo para funciones reales.
Nos apoyaremos en este resultado para obtener lo que se conoce como el gradiente en
coordenadas generalizadas. Podemos escribir la ec. (4.1.1) en coordenadas generalizadas (uti-

lizando la ecuacion (3.1.11)) como
/cgmd (f) - (hadqiéy + hadgeés + hadgsés) = f (7 (b)) — f (7 (a))
de donde se puede ver que el operador gradiente debe ser sustituido por
grad (f) = Xn: ia—fe (4.1.4)

para que el teorema retenga la misma forma que en la ec. (4.1.1). Aqui es importante resaltar

que ¢é; es el vector direccional correspondiente a la coordenada ¢;. La notacion “grad” se
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introduce aqui para distinguir este operador del definido en la Subseccion 3.1.1. El operador
“grad”’ contiene los factores de escala adecuados para que el teorema fundamental se sostenga.
Como aplicacion de este teorema, regresaremos a la segunda ley de Newton y el teorema

de trabajo y energia. Partimos de la 2da ley de Newton

F =ma, (4.1.5)

que es una ecuacion diferencial de 2do orden, ya que en general F=F (7) y la aceleracion es
la derivada segunda de la posicion 7 con respecto al tiempo. Si existe un campo escalar ¢ (7)
tal que podemos escribir —Vp = F y la trayectoria de la particula es 7 (¢) tenemos

d?7 (t)
dt?

Vo =-m (4.1.6)

que es ahora un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales, en un principio acopladas,
de segundo orden en el tiempo y primer orden en la posiciéon. Es claro que esta ecuacién no
serd, en general, sencilla de resolver. Sin embargo, como vimos anteriormente, una primera
integral de la misma sobre la trayectoria de la particula, nos puede dar mucha informacion so-
bre la dindmica de la misma sin tener que resolver explicitamente para 7 (¢). En la Subseccion

3.2.1 consideramos el caso de una fuerza en general y obtuvimos

7o) 2 2
/ P dg= T _ ™% (41.7)
7(a) 2 2

donde se ha integrado con respecto al tiempo, con ¢ € [a,b], ambos lados de la ec (4.1.5),
previamente proyectada sobre la trayectoria 7 (t) y hemos definido v2 = ||7(a)||* y lo mismo

para b. Definimos entonces

)
/ F (r)-ds = Wy, trabajo realizado por la fuerza al mover la particula de 7*(a)a 7 (b)
7(a)
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K, = : energia cinética en 7 (a)

y por lo tanto podemos escribir

AKapp = Wap, (4.1.8)

donde AK,, = K, — K,. Este resultado es el llamado teorema de trabajo-energia y sim-
plemente dice que la variaciéon de la energia cinética entre dos puntos es igual al trabajo
realizado sobre la trayectoria que llevo de uno al otro.
Supongamos ahora que la fuerza es tal que =V = F. En ese caso, utilizando el teorema
fundamental del célculo, y si abreviamos ¢ (7(a)) = ¢, v ¢ (7(b)) = pp vemos que
2 mu2

mu;
Pt 5" =%+—2”. (4.1.9)

Esta cantidad se conserva, dado que es la misma en todos los puntos de la trayectoria, en el
caso de fuerzas que se pueden escribir como el gradiente de un campo escalar. A dichas fuerzas
se les llama fuerzas conservativas, al campo escalar un potencial y a la cantidad conservada

se denomina energia mecéanica

2
E, = o, + m;“. (4.1.10)

Tenemos entonces que para fuerzas conservativas AF,, = E, — E, = 0 para puntos a y b

arbitrarios.

Problema 4.1.1. Muestre que en el caso de una particula que se mueve bajo la accion de
fuerzas tanto conservativas como no conservativas, el teorema de trabajo energia toma la
forma

AE,, = WAC (4.1.11)
donde WEC es el trabajo realizado exclusivamente por las fuerzas no conservativas.

Problema 4.1.2. Una particula cargada que se mueve sobre una trayectoria 7(t) en un
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campo electromagnético experimenta una fuerza dada por
ﬁzq(ﬁ+ﬁx é) (4.1.12)

donde E Y B son el campo eléctrico y magnético respectivamente (ambos dependientes de

. — dr(t —
las coordenadas y del tiempo en general), q es la carga (constante) y v = d(t) =7 (t) es

la velocidad de la particula. Muestre que si el campo eléctrico E es conservativo, la energia

mecanica Se Conserva.

4.2. Teorema de Gauss

Sea V C R? un conjunto acotado y cerrado con frontera suave a trozos I'. Si F es un

campo vectorial C! en V entonces

/V (v F)ar= / Fds (4.2.1)

Para demostrar este teorema, consideremos una particion de V' en paralelepipedos con aristas
Ax;, Ay; y Az; en cada punto (z;,y;, 2;) de V. En caso de que la region en cuestion no pueda
ser cubierta con una colecciéon de paralelepipedos, construiremos un cubo que encierre a la
region y aplicaremos el teorema a un campo auxiliar que tome los valores del campo dentro
de la region y se anule en los puntos contenidos en el cubo pero que no pertenecen a V.

El flujo del campo F a través de T' (lado derecho de la ec. (4.2.1)) se puede calcular a

partir de la suma de los flujos a través de dichos volimenes, esto es

F.dS = lim /ﬁ.dsj 4.2.9
/ i [ (4.2

donde I'; es la frontera del i-ésimo paralelepipedo. En esta igualdad estd la sustancia del
teorema de Gauss ya que es la que permite relacionar una cantidad que esté calculada sobre

todo el volumen V' con una que sélo se evalia en su frontera. Para justificar la ec. (4.2.2)
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basta con observar que los flujos de F a través de las caras interiores de los volimenes se
anulan uno a uno (ver figura 4.2.1). Esto es, el flujo a través de la cara x = x;, se calcula
dos veces: una para la superficie I'; , en la cual dicha cara es la posterior del volumen, y otra
para la superficie I';_1, en la cual es la cara frontal. El flujo a través de dichas superficies
es igual y de signo opuesto ya que la orientacion es exterior a los paralelepipedos y por lo
tanto sera —i para I'; e ¢ para [';_;. Siguiendo este razonamiento, vemos que el flujo en todas
las superficies se anulard salvo en la caras que no tengan una cara vecina, esto es, las que
estén pegadas a la frontera. Una vez reconocido que el flujo total a través de las superficies
de todos los paralelepipedos se reduce al que atraviesa las caras que tocan la frontera, solo
hace falta observar que al tomar el limite para infinitos elementos en la particiéon el area de
cada una de estas caras se vuelve infinitesimalmente pequena. Por lo tanto, en este limite, al
tener infinitas caras pequenas tocando la superficie, se logra cubrir toda la superficie de la

frontera.

v
<

Figura 4.2.1: Particién en paralelepipedos del volumen V' y aproximaciéon de la superficie I’
por caras externas I'.

Para obtener las integrales fr- F. dgi, se calcula el flujo a través de cada una de las 6 caras

de T';. Se calcularan con detalle inicamente las aportaciones de las caras para x constante.
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Estas superficies estan dadas por

T =y T =z + Ay
Y € [yi, yi + Ay Y € [yi, yi + Ay
| ] | | . (4.2.3)
z € [z, 2 + Az 2 € |z, 2 + Az
dS; = —dydzi dS; = dydzi

El flujo a través de las mismas es entonces

zitAz  pyit+Ay; zitAz  pyit+Ay;
/ / Fy (x; + Axy, y5, 21) dydz — / / Fy (w95, 2) dydz.  (4.2.4)
Z; Yi Z4 Yi

Procediendo de manera anéloga para las otras 4 caras se puede escribir la ec. (4.2.2) como

. N n 2i+Az;  pyi+Ay; F . A _F .
/FdS _ lim Z{/ / |: 1(xz+ xzay>z) 1(5%% Z):| Aw,dydz
r o i=1 Zi Yi Ax’

zitAz; r;+Ax;
T 1 7 N F i A i _ F Vi
+ /Z /x { 5 (2, y; + yAZy)i b (1,9 Z)}dSCAyidz (12,5
vt By AT Ry (3,y, 2+ Az) — Fy (2, %)
) )y~ 1 y y 2 d d A Z

donde también se ha multiplicado y dividido el primer término por Ax;, el segundo por Ay;
y el tercero por Az;. Estas cantidades son las longitudes de las aristas de los paralelepipedos
y por lo tanto tienden a cero al tomar el limite de infinitos cubos (infinitos puntos en la par-
ticion). Por ello, al tomar el limite, los términos en paréntesis rectos se vuelven las derivadas

parciales evaluadas en el punto en cuestién:

/ I i zi+Az  pyitAy; OF,
F-dS = lim / / — Ax;dydz
r n—00 — 2 i ox o=,
zi+Az;  pxitAx; OF
+ / / =2 deAy;dz (4.2.6)
% i 8y Y=Yi

i+AY; i+Ax;
vithyi - pritha g
+ EN
Yi z; 4

dmdyAzi} .

z2=2z;
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En el lado derecho de la ecuacion se reconocen facilmente las definiciones de integral con

respecto a x, ¥y y 2 en cada uno de los tres términos

L ) n zitAzi  pyitAy poitAag OF, OF, OF;
AF-dS:JL%OZ/ /y / {6:}5 + 3y + P dxdydz. (4.2.7)
i=1 Y % Yi T

Finalmente, al tomar infinitos elementos de la particion se cubre todo el conjunto V', lo cual

prueba la ec. (4.2.1).

Problema 4.2.1. Verifique que se satisface el teorema de Gauss (calcule por separado ambos
lados de la ec. (4.2.1) y muestre que son iguales) para el flujo del campo ff(x, Y, 2) =

yi — ] + 2k a través de la superficie x* + y* + 42% < 4.

Problema 4.2.2. Obtenga la identidad fF gpdg = fv Vdr. Sugerencia: utilice el teorema

de Gauss para un campo A = piu donde U es un vector constante.

Problema 4.2.3. Muestre que en R™ el volumen de una esfera de radio R estd dado por

V.= %an 7-dS donde 6V, es la frontera de dicha esfera y 7 el vector posicion en R™. Utilice

que el drea de una esfera de radio R en R™ es na,, R"™ (donde a,, es una constante dada

para cada n) para obtener V.

Problema 4.2.4. Integre la ecuacion de continuidad (ec.(3.1.22)) para un fluido, con densi-
dad p (T,t) y campo de velocidades i (T,t) en un volumen dado, para encontrar una relacion
entre la variacion de la masa total contenida en dicho volumen y el flujo total de fluido a

través de la frontera del mismo.

Un resultado de suma importancia, el cual usaremos para trabajar una aplicacion del
teorema de Gauss, es el siguiente. Suponga que se tiene un conjunto V' cerrado y acotado,
cuya frontera I' no contiene al origen. Entonces, si el origen no se encuentra en el interior del

conjunto
F g
—-dS =0 4.2.8
| = (1.29

lo cual se puede ver claramente ya que V - (%) = 0 para r # 0.
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Si el origen es un elemento de V', no es posible aplicar el teorema de Gauss en dicha region.
Sin embargo, podemos excluir el origen de la misma ya que al no encontrarse 7 = 0 en la
frontera, sabemos que podemos encontrar un € > 0 tal que una bola centrada en el origen y de

radio ¢, B (6, 5>, se encuentre contenida en V. Si llamamos W a la region W =V — B (67 5)

ow

y OW su frontera tenemos

ya que W no contiene al origen y

/awr?’ - dS = / ( ) dr = 0. (4.2.9)

Por otro lado, usando que la frontera de W es la unién de I" y la frontera de B (6, 5), podemos

escribir

/ TS = d8+/ .48 (4.2.10)
0-B(0.

donde 0~ B (6, 8) denota la frontera de la bola con normal interior dado que dicha orientaciéon

general la normal exterior al conjunto W. Por lo tanto tenemos,

. 7oL
— dS:—/ —-dS 4.2.11
/r 3 8*6(6,5) 3 ( )

y dado que r = ¢ sobre dicha superficie y dS = r?sin 0dfdpé, se obtiene finalmente

/— d8 = 4. (4.2.12)
T

r3

Tomando en cuenta ambos resultados, podemos escribir

- 0 si0¢V
L as = (4.2.13)
ir si0e V.
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Como aplicacion del teorema de la divergencia y del resultado anterior, regresaremos
a los campos centrales del tipo F = kr2é,. Recordemos que el campo gravitacional y el
campo eléctrico tienen esta dependencia con la distancia a la fuente de campo. En este punto
revisaremos como se aplica el teorema de Gauss a la llamada ley de Gauss, que en fisica se

aplica de forma similar para ambos campos como sigue

V-E="—p. (4.2.14)

V-G =—47Gpp, (4.2.15)

donde E y G son el campo eléctrico y gravitacional respectivamente, ¢y y G constantes
universales (permitividad del vacio y constante de gravitacion). Las densidades de carga p,
y de masa p,, corresponden a la carga o masa por unidad de volumen distribuida en cierta
region de R3. Dichas relaciones estan estrechamente ligadas con las expresiones para la fuerza

gravitacional y eléctrica entre dos masas y dos cargas respectivamente, dadas por

" gMm

Fy= -2, (4.2.16)
= Q2

Fr = . 4.2.17
£ 477'607“26 ( )

En particular, las ecs. (4.2.14) y (4.2.15) se pueden obtener a partir de las ecs. (4.2.16) y
(4.2.17). La demostracion formal de esto involucra el manejo de las llamadas funciones delta
por lo cual se deja como tarea revisarlas. Aqui simplemente daremos una idea general para
el caso de una masa puntual (el caso para una carga puntual es anélogo).

Para obtener el campo gravitacional generado en el punto R por una masa puntual M

situada en el origen, se considera el campo en un punto 7 arbitrario, esto es

. M
G = —gr—Qér. (4.2.18)
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Al calcular la integral de superficie de la ec. (4.2.18) tomando como superficie una esfera de

radio R centrada en la masa (en el origen), se obtiene

/é-d§: —om [ Le . as (4.2.19)
r

rr?

El signo negativo proviene de que la normal a la esfera se toma exterior mientras que el
campo gravitacional es radial pero apunta hacia el centro de la misma. Como el origen se
encuentra en la region delimitada por I', usando la ec. (4.2.13) tenemos que la integral del
lado derecho es 4. Por otra parte, la integral del lado izquierdo, usando el teorema de Gauss

es

/é-dngv-édf (4.2.20)
r 1%

por lo cual

/ V- Gdr = —4nGM. (4.2.21)
|4

Por otra parte, podemos escribir la masa puntual M como

M = /pde (4.2.22)

donde p,, es una densidad de masa consistente con la presencia de un objeto puntual en el

origen. Tenemos por lo tanto !

/ V- Gdr = —47rg/pmd7 (4.2.23)
v

lo cual es consistente con la ec. (4.2.15) y un razonamiento similar se puede aplicar al caso

eléctrico.

'El tener una masa, o cualquier otra cantidad, finita contenida en un punto (que tiene volumen nulo)
corresponde con una densidad infinita, dado que p = dm/dV. Esto implica que p,, es nula en todo el
espacio pero infinita en el origen siendo su integral la dada por la ec. (4.2.22). Este comportamiento es
precisamente el de un objeto matemaético llamado delta de Dirac y se denota como 9§ (7) donde 7 es el punto

de discontinuidad, por lo que podemos entonces escribir p,, = MJ (6)
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Regresando a las expresiones (4.2.14) y (4.2.15), vemos que son ecuaciones diferenciales
parciales no homogéneas, lo cual puede hacer el problema altamente complejo. Sin embargo,
se pueden integrar directamente utilizando el teorema de Gauss y en algunos casos particu-
lares de interés pueden obtenerse expresiones para E (7) y G (7) de una forma relativamente
sencilla. Tomemos por ejemplo el caso eléctrico (el gravitacional es anélogo). Integraremos

ambos lados de la ec. (4.2.14) de la siguiente forma

. 1
/ V-Edr =— [ pdr (4.2.24)
14 € Jv

donde V' es alguna regiéon de interés. La integral de la densidad simplemente resulta en la
carga total encerrada en la region V' dado que p. = dQ/dr, donde el caso del objeto puntual
no presenta mayores dificultades como se mencioné arriba. Por otra parte, podemos aplicar el
teorema de Gauss al lado izquierdo de la ec. (4.2.24) y obtenemos la llamada forma integral

de la ley de Gauss (la ec. (4.2.14) es llamada la forma diferencial):
/E s = Qv (4.2.25)
r

donde I es la frontera de la region V' y @)y denota la carga total encerrada en dicho volumen.
Por lo general, se escoge V' de forma tal que la integral del lado izquierdo pueda calcularse
utilizando el teorema de Gauss. Para ello, conviene escoger un volumen cuya frontera per-
mita explotar la simetria del campo para calcular su flujo. De forma similar, para el campo

gravitacional tendremos

/ G- dS = —4nGmy (4.2.26)
r

donde my es la masa contenida en la region delimitada por la superficie T'.
Como ejemplo, supongamos que se tiene carga distribuida uniformemente sobre una placa
plana que consideraremos infinita como se muestra en la figura 4.2.3. Sabiendo que el campo

eléctrico depende de la distancia y de la intensidad de la fuente y que vectorialmente se
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encuentra sobre la linea que une la fuente con el punto donde se esté evaluando el campo, se
puede argumentar ficilmente que en este caso el campo estara en la direccion perpendicular
a la placa y que sera constante en planos paralelos a la misma. Para ver esto, considere un
punto a una cierta distancia de la placa. Cada carga sobre la placa generaré, en el punto
que estamos observando, un campo como muestra la figura 4.2.2. Sin embargo, como la placa
es infinita, por cada carga existe una diametralmente opuesta (con respecto a la proyeccion
del punto sobre la placa) que generara un campo de igual magnitud. Como se observa en la
figura, las componentes horizontales de ambos campos son opuestas y por lo tanto se anulan.
Resulta asi que el campo tendra direccion perpendicular a la placa y inicamente dependerd

de la distancia vertical a la misma.

E
+ 7+ 4+ o+
e e -
+ + + o+

Figura 4.2.2: Campo generado por una placa plana infinita e uniformemente cargada.

Problema 4.2.5. Utilice el concepto de campo conservativo y la interpretacion geométrica
del gradiente para llegar a la misma conclusion (que el campo es perpendicular al plano de la

placa y constante en cada plano paralela a la misma,).

Por lo discutido arriba, vemos que la simetria del problema puede ser explotada si se toma

como region V' un cilindro cuyas tapas sean paralelas a la placa como en la figura 4.2.3.
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Figura 4.2.3: Superficie gaussiana cilindrica.

El tipo de superficie que se construya para cada problema depende fuertemente del contexto.
Se buscard por lo general una superficie en la cual el dngulo que forma el campo con la
normal a la misma y/o su magnitud sean constantes o a lo sumo pueda ser expresado de
forma sencilla. En este caso, dividiremos la superficie del cilindro en 3 partes: las dos tapas

y la cara lateral. Asi, para el lado derecho de la ec. (4.2.25) tenemos
[Beas= [ Bas+ [ Boase [ Eeas (12,27
r 't I'> Is

donde I'y y I's son las tapas del cilindro y I'3 su cara lateral. Notese que la normal a la cara
lateral es ortogonal al campo y por lo tanto la integral de linea se anula. Por otra parte, las
normales a ambas tapas son paralelas al campo a ambos lados de la placa y en ellas el campo

tiene la misma magnitud por lo cual
/v . Edr = 2/ E-dS = 2E/ dbS = 2Emr? (4.2.28)
v I Iy

donde hemos utilizado que el campo es constante sobre la superficie y paralelo a su normal.

Por otra parte, al ser la densidad de carga uniforme y estar distribuida tinicamente sobre la
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superficie, la carga total en V esta dada por
Qv = 71’ pe (4.2.29)

de donde finalmente obtenemos que el campo esta dado por

E= /Oe]% para z > 0
260

E:—pe/% para z < 0.
260

Por lo tanto, el campo eléctrico generado por la placa no es tiinicamente constante en super-
ficies paralelas a la misma jsino en todo el espacio! Independientemente de donde ubiquemos
una carga cercana a la placa, ésta experimentara la misma fuerza. Este sencillo resultado
tiene una enorme relevancia ya que a partir del mismo se desarrollan los capacitores o con-

densadores. Esta aplicacion se estudiard en los siguientes problemas.

Problema 4.2.6. Muestre que si se colocan dos placas infinitas paralelas con densidades de
carga iguales pero opuestas £p., el campo en el espacio entre ellas tiene magnitud constante
pe/€0 y en el resto del espacio es nulo. Utilice el hecho de que el campo eléctrico es conservativo
gunto con el teorema fundamental del cdlculo para mostrar que la diferencia de potencial

eléctrico entre las placas depende de la distancia entre las mismas de forma lineal.

Los resultados del problema anterior son de gran utilidad en aplicaciones tecnologicas. Los
capacitores son unos de los componentes principales de los circuitos. Para entender su utilidad,
debemos antes reconocer que una diferencia de potencial, como la que generan estas placas,
da origen a un movimiento de cargas. Esto genera una corriente, dada por la llamada ley de
Ohm, la cual enuncia una relacion de proporcionalidad entre la diferencia de potencial y la
corriente. La constante de proporcionalidad es la resistencia del medio conductor donde se

mueven las cargas.

Problema 4.2.7. Escoja una aplicacion de los capacitores (consulte circuitos RC en textos
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de fisica) en dreas como medicina, ingenieria biomédica, biologia, quimica, etc. Lleve a cabo
una exposicion del tema elegido individual o en grupo (de preferencia consulte fuentes en

idioma inglés).

Como se menciond anteriormente, los resultados para el caso electrostatico son extrapo-
lables al caso gravitacional con la salvedad de que solo se considera una fuerza atractiva. En

el siguiente problema se abordara el campo generado por una distribucion esférica de masa.

Problema 4.2.8. Utilice la ley de Gauss para encontrar el campo generado por una distribu-
cion de masa esférica con densidad uniforme. Debe obtener la dependencia con la distancia
desde el punto donde se mide el campo al centro de la esfera, incluso para distancias meno-
res que su radio. Note como se elimina la singularidad en el origen al considerar un objeto

extendido en vez de uno puntual.

Para finalizar esta parte, llevaremos a cabo un procedimiento similar al desarrollado para
obtener la expresion para el gradiente en coordenadas generalizadas. Esto es, buscamos un

operador "div” que permita se sostenga el resultado

[/(V-ﬁ)dfz/rﬁ-dg

cuando se utilicen coordenadas generalizadas. Para ello, regresaremos a la demostracion del
teorema, en particular a las ecs. (4.2.4) - (4.2.6). Primeramente notamos que los cubos dife-
renciales estaran dados por incrementos de hy;q; a hy;q; + Ah;g; para cada coordenada. En
particular, calculando el flujo que atraviesa una cara con ¢; constante tendriamos la siguiente

ecuacion, andloga a la ec. (4.2.4)

q3i+Aq3;  pg2it+Ago;
/ / [Fy (qui + Aquiy @2is @3i) — F1 (quis @24, G3i)] hahsdgadgs (4.2.30)
q3i q2q
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y por lo tanto, sumando la contribucion de todas las caras tenemos

/ o . i aitAgsi peitle g
r el q3i q2i oq
@itAgi LqitAq o

+ / / a— (hlthg)
q3i q1i 92

q1i+Aq1  fqitAq; o
+ / / o (hiho F)
qui q2i 43

Para obtener entonces la integral sobre el volumen, hace falta dividir y multiplicar por hihohs,

Aqidgadgs
q41=414

q2=q2q

dg1dga Ags; }
43=43;

esto es
/ . . i @3itAgi  pa2itAqi  pqitAq 1
F-dS = 1im / / / <
r oo i=1 v 43i q2i q1i h1h2h3
{i(hhF)+i(th)+i(th)}hhhd dgod (4.2.32)
8q1231 aq2132 8q3123 1N2N3aq1a042a43 -4

de forma tal que el teorema de Gauss se sostiene en coordenadas generalizadas como

/Fﬁ - dS = /dw (ﬁ) dr (4.2.33)

si definimos la divergencia como

o 1 0 0 0
= —— | — (hoh3gF}) + — (hihsl5) + — (hihoF3) | . 4.2.34
[8%(231) o (s ) a%(123)} (4.2.31)

Problema 4.2.9. Obtenga la expresion para el laplaciano en coordenadas cilindricas y es-
féricas. Investigue como se modifican las soluciones de las ecuaciones que contienen dicho
operador, como la ecuacion de onda, la ecuacion de Laplace o la de Poisson, cuando son
escritas en estos sistemas coordenados. ;Porqué razon conviene utilizar estas coordenadas y

no las cartesianas en las cuales el laplaciano parece tener una forma mds sencilla?
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4.3. Teorema de Stokes

Antes de probar el teorema de Stokes, nos enfocaremos un resultado relacionado llamado
el teorema de Green. El mismo se conoce habitualmente como la versiéon en dos dimensiones

del teorema de Stokes.

4.3.1. Teorema de Green

Considérese una region D C R? cuya frontera es una curva C y un campo vectorial C? en

D dado como A = Ayi + Asj, entonces

0A; 0A; >
2 it — [ A.d3 4.3.1
/D(ax 8y)d$ /C ds (4.3.1)

Para probar la relacion anterior, el razonamiento es muy similar al caso del teorema de Gauss.
Partimos de calcular el lado derecho haciendo una particion de la region D en pequenos
cuadros dados por

x € [z, 2 + Axy
Ci — (4.3.2)

Y € [yi, yi + Ayl
y, de manera similar al teorema de la divergencia, la integral sobre toda la curva se puede

escribir como
/A d§ = lim E //Tdé_‘; (4.3.3)

dado que, como se muestra en la figura 4.3.1, la integral de linea sobre aristas consecutivas
se anula y solo quedaran las contribuciones de las aristas externas. Estas tltimas a su vez se
pegan a la curva C y la cubren en su totalidad cuando el nimero de cuadros en la particion
tiende a infinito. Cabe remarcar nuevamente que si la region D es tal que no se pueda cubrir
de esta manera, la cubriremos con una segunda regiéon, por ejemplo un cuadro, y definiremos

una funcion auxiliar que se anule entre D y el cuadro como en el caso del teorema de Gauss.
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—
—

U
“y

v

Figura 4.3.1: Particion de la region D en cuadros y aproximacion de la curva C por segmentos
externos C;.

Regresando a la integral de linea, cada cuadro se divide en 4 segmentos orientados como

se muestra en la figura 4.3.1, esto es

( (
x € |z, x; + Axy x=x; + A
Ca — Cio —
Ky:yi K?JG i, yi + Ay
(4.3.4)
( (
x € |z, x; + Axy T =T
Cz’3 - Cis —
KyzyﬂrAyi V€ [y, yi + Ayl

y la orientacién antihoraria implica

dsy = dwi, dsp =dyj, ds=—dvi, dSiu=—dyj (4.3.5)
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De esta forma tenemos que

/A-dg - h’mzn:Z/ A ds;
c n—oo £

xi‘f’Al’i y1+Ayi
. / Ay (2,91 + Agi) do — / As (21,1) dy} S (436)
x; Y

Agrupando términos y multiplicando y dividiendo por Az; en la integrales en dy y por Ay;

en las correspondientes a la variable x se obtiene

5 n yitAy; ) ) _ )
Ad§»: lim Z{/ AZ (xl_‘_Al'ﬂy) A? (xl’wazdy
c n—00 Py v Aml
T AL (x4 Ayi) — As (2,5)
_ i : LV SYNTR 4.3.7
/aci Ay; Y } ( )

Como antes, los integrandos se vuelven las derivadas al tomar lim,, ..., ya que la particion

debe ser tal que en dicho limite Ax; y Ay; tiendan a cero. Tenemos entonces

zi+Ax; oA
Ax;dy —/ =1

. n yitAy; DA,
A-ds= lim / -
/C n—00 Zz:; { y ox o= ay

%

da:Ayl} (4.3.8)
v

Y=Yi

%

donde se reconoce la definicion de integral de Riemman y por lo tanto

04, 0A; -
e 2 — [ A. 4.3.
/D ( pe o ) dS /c ds (4.3.9)

lo cual concluye la prueba del teorema de Green.

4.3.2. Teorema de Stokes

El teorema de Stokes asevera que el flujo del rotacional de un campo a través de una

superficie I" suave a trozos, donde dicho campo es de clase C! se puede expresar en términos
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de su integral de linea como

/F<v x ﬁ) LdS = /Cﬁ-d§ (4.3.10)

donde C es la curva cerrada y suave a trozos que es frontera de I'. Para verificar que esta
igualdad se satisface, se puede emplear el teorema de Green. Notese que, si el campo F tiene

componentes en el plano zy tnicamente, la ec. (4.3.10) en coordenadas cartesianas se reduce

OF, 8F1> / =
— — ——)dxdy= | F-ds 4.3.11
/1* ( ox dy Y c ( )

que es justamente el teorema de Green. Esto nos da una pista de que podremos utilizar

a

dicho resultado para probar el teorema de Stokes. Sin embargo, contrario a lo que uno podria
pensar, la prueba no consiste en utilizar el teorema de Green en varias direcciones sino en
usarlo en el dominio D de la parametrizacion de I'. Veamos esto con cuidado, comenzando
por establecer una parametrizacion & (u,v) de la superficie I' que mapea la misma a una
region de R?. Como se muestra en la figura 4.3.2, la curva cerrada C que es frontera de I’
es mapeada a su vez a otra curva, que llamaremos c y se encuentra contenida en R2. Para
dicha curva consideraremos entonces una parametrizaciéon dada por ¥ (t) con t € [a,b]. De

esta forma tenemos que I' se genera a través de los puntos de R* dados por

& (u,v) =z (u,v)i+y ) j+ 2wk (u,v) € D (4.3.12)

y la frontera de la regién D por el subconjunto de R? que contiene a los vectores

Ft)=u(t)é,+vt)é, t€]alb]. (4.3.13)
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Ambas parametrizaciones se muestran esqueméticamente en la figura 4.3.2 en donde clara-

mente se ve que la frontera C de la superficie I' se parametriza mediante la composicion

~

FA®)) =zw),v®)i+ywt),v®)j+zw),v®)k telab] (4.3.14)

y(t) C o(u,v) t

S e

Figura 4.3.2: Parametrizacion de la superficie T'.

Obsérvese que es necesario obtener un mapeo desde R hasta R? ya que vamos a relacionar
una integral de linea con una de flujo a través de una superficie en el espacio. Ahora bien,

utilicemos el campo & para escribir el lado izquierdo de la ec. (4.3.10) como

/ (v x ﬁ) LS = / (v x ﬁ(u,v)> : (fu x f) dudv. (4.3.15)

El paso siguiente consiste en escribir la integral del lado derecho en términos de una integral

de trayectoria utilizando la siguiente identidad:
(Vxﬁ>~<fuxTv A N (4.3.16)

Problema 4.3.1. Pruebe la identidad

(VXE)-<fuva>:%f~%—%-% (4.3.17)



CAPITULO 4. TEOREMAS INTEGRALES 104

donde & es el vector posicion dado (en términos de los pardmetros u y v) por ¢ = x(u,v)i +

y(u,v)j + 2(u, v)k y los vectores T, y T, son

- 0Jd Oxr, Oy~ O0z:
To=g =5 itttk (4.3.18)

- 0o Or. 0Oy~ 0z

Introduciendo la ec. (4.3.16) en la ec. (4.3.15) obtenemos

dudv (4.3.20)

Para seguir la prueba, recordemos que tenemos como antecedente el teorema de Green. Este
corresponde a regiones en R? y en este caso lo aplicaremos a D, con las variables (u, v). Para
usar dicho teorema, necesitamos escribir los términos en el corchete del lado derecho de la

ec. (4.3.20) como una diferencia de derivadas en u y v. Usemos entonces que

OF 03 0 (= 93\ =~ 0%
%'%Z@(F'%>—F'auav (4.3.21)
OF 93 0 (=~ 03\ =~ 0%
%'%_%(F'%)_F'awu (4.3.22)

de donde se obtiene

N 9 (- 95\ 0 (- 07
/F<V><F>-d8:/D[% (F-%>—%(F-%)]dudv. (4.3.23)

Justifique el paso anterior.

La ec. (4.3.23) tiene la estructura requerida para aplicar el teorema de Green si definimos

un campo

A(u,v)=F - —é,+ F - —é, (4.3.24)
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y por lo tanto

/F (v x ﬁ) LS = /ff- ds (4.3.25)

con lo cual inicamente quedaria por probar que el lado derecho de la ec. (4.3.25) es justamente

la integral de linea de F sobre C. Para ello, comencemos con observar que usando la ec. (4.3.13)

- b (du . dv .
/CA -ds = /a A- <E€u + Ee”) dt (4326)

Por lo tanto, sustituyendo A de la ec. (4.3.24) obtenemos

b — -
/F (V X F) - dS = /a F- (%a -+ %a) dt (4.3.27)

de donde es claro que

podemos escribir

N
/F<V><F> -dS:/a F (4.3.28)

y tomando en cuenta la ec. (4.3.14) llegamos a la relacion que queriamos probar:

/F (V x ﬁ) LdS = /Cﬁ-dg. (4.3.29)

Problema 4.3.2. Verifique que se satisface el teorema de Stokes (calcule por separado ambos
lados de la ec. (4.3.10) y muestre que son iguales) para la circulacion del campo f_f(x, Y, 2) =

yi— ] + zk sobre la curva x2 + y? + 422 = 4 tomando al menos dos superficies diferentes.

Problema 4.3.3. Muestre que tanto el teorema de Stokes como el de Gauss implican que
fr (V X ﬁ) dS =0 para cualquier superficie cerrada T (si el campo F satisface las hipotesis

de dichos teoremas).

Como en el caso de los operadores gradiente y divergencia, utilizaremos ahora el tercer

teorema integral para motivar la expresion del rotacional en coordenadas ortogonales. Para
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ello debemos regresar al teorema de Green y modificar la ec. (4.3.6) como

. n q1i+Aq1; q2i+Aq2;
/A -d§ = lim ) {/ (h1 A1) (1, ¢2:) dn +/ (h2A2) (g1 + Aquis g2) dgo

q1i q2i
q2i+2Aq2;

q1i+Aqi;
_/ (h1 A1) (q1, qoi + Ago;) dgr — /

q1: q2i

(h2A2) (qui; g2) dCIz}(4.3.30)

Siguiendo los pasos analogos a los de las subsecciones 4.1 y 4.2 se obtiene

//Y-dgz / {a(hﬂb) — a(hlAl)] dgydgy (4.3.31)
c oq Iqa

de donde podemos ver que la componente en é3 del rotacional estd dada por

rotA| =
oq 0qs

[ 4]3 _ hllh2 {8(@142) 3(h1A1)} (4.3.32)

Siguiendo el mismo procedimiento en los planos g2q3 y q1g2 se obtienen las otras dos compo-

nentes:

[muf]l - h21h3 :(9(2;;43) - 8(22;42): (4.3.33)
¥ - .

[rot%fh - hllhg _a(g;:h) - 8(/;;43)— (4.3.34)

Definimos entonces el rotacional de un campo en coordenadas generalizadas ortogonales como

TOtA): él lf) (thg) . Q(thg)} . ég |:8(h3A3) . 8(h1A1)
haohs a(h 8q3 hihs 3(11 (9q3
és [0 (haAy) 8(h1A1)}
+ — . 4.3.35
hihs [ oq gy ( )

Ez-

. . AR y x A
Problema 4.3.4. Considere el campo vectorial dado por F \/x2+y21 + \/x2+y23.
prese F en coordenadas cilindricas, calcule su rotacional en dichas coordenadas y muestre

grificamente ambos campos. Verifique que se satisface el teorema de Stokes.

Problema 4.3.5. Considere un campo vectorial ﬁ(quqg, q3), cuyo rotacional no se anula,
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tal que F- és = 0 para todo (q1,q2, q3). Muestre que su rotacional es tangente a la curva
coordenada q3 siempre y cuando los productos Fhé Yy F - hoéy sean independientes de qs.

Tlustre su resultado considerando un campo perpendicular al eje z en coordenadas cilindricas.

Problema 4.3.6. Utilizando coordenadas cilindricas obtenga

(a) V[ donde f(p,p,z) = psing + ztan e

(b)V-ﬁnyﬁdondeﬁ:m(pép+zé2).

4.4. Aplicacién: las ecuaciones de Maxwell

Ya hemos introducido algunos elementos del electromagnetismo como aplicaciones del
calculo vectorial a través de la teoria de potenciales. En esta parte mostraremos, sin funda-
mentar, el sistema completo de ecuaciones que lo gobiernan y exploraremos algunas de sus
implicaciones utilizando las propiedades de los operadores diferenciales, asi como los teoremas
integrales.

El electromagnetismo comprende dos tipos de fenémenos estrechamente relacionados, el
eléctrico y el magnético. Realmente, ambos son parte de un mismo fenémeno llamado elec-
tromagnetismo. Los efectos eléctricos fueron ya introducidos y hablamos del campo eléctrico
como el originado por una carga o una distribucién de cargas que generan un campo de
fuerzas en su cercanfa. Por otra parte, el campo magnético es originado ya sea por materiales
magnetizados o por cargas en movimiento, esto es corrientes eléctricas. Las ecuaciones que

especifican las relaciones entre estos campos y sus fuentes son:

v E=L (4.4.1)
€o
V-B=0 (4.4.2)
. 9B

(4.4.4)
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Aqui E y B son el campo eléctrico y el magnético respectivamente. La densidad de carga esta
denotada por p, la de corriente por J mientras que [y Y €, son constantes y la variable ¢ es el
tiempo. Si todas las particulas tienen la misma carga ¢ y se desplazan a una velocidad , la
corriente esta dada por J = qu. Si existen portadores de carga de ambos signos, la corriente

estard dada por la diferencia de corrientes, positiva y negativa.

Problema 4.4.1. Demuestre que el conjunto de ecuaciones (4.4.1-4.4.4) es consistente con
una ecuacion de continuidad para la carga eléctrica (suponga que los portadores de carga son

idénticos).

Problema 4.4.2. Muestre que en ausencia de carga y corriente, los campos eléctrico y mag-

nético satisfacen una ecuacion de onda, con velocidad de propagacion ¢ = (ugeo)_l, esto
es
. 10%E
2
E=——— 4.4.5
2 ot? ( )
- 10°B
V’B=———. 4.4.6
c2 Ot? ( )

En presencia de fuentes, es posible establecer ecuaciones de onda inhomogéneas para los
campos eléctrico y magnético. Sin embargo, resulta 1til introducir los potenciales A y ¢ por

medio de las ecuaciones:

B=VxA (4.4.7)
y —
= 0A

EFE=-Vop—— 4.4.8

- (4.4.8)

Notese que el caso E = —V, visto anteriormente, es un caso particular de estas relaciones.

A dicho campo se le llama electrostatico dado que es el que corresponde a un campo inde-
pendiente del tiempo, estatico. Estas definiciones permiten reducir el nimero de incégnitas

en las ecuaciones de Maxwell y permite desacoplar el sistema para obtener cuatro ecuaciones
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de onda, esta vez para los potenciales, dadas por:

2 5 1 924 =

= gﬁ — /,LO (449)
y
10% p
Problema 4.4.3. Utilice la norma de Lorentz
10 -
Ea_f+v.A: (4.4.11)

para obtener las ecs. (4.4.9) y (4.4.10) a partir de las ecuaciones de Mazwell y las definiciones
dadas en las ecs. (4.4.7) y (4.4.8).

Este resultado serd retomado en la altima seccion de estas notas.

Regresando a la version vectorial de las ecuaciones de Maxwell, dada por las ecs. (4.4.1)-
(4.4.4), obtendremos la forma integral del sistema usando los teoremas vistos en esta seccion.
El caso de la ley de Gauss para el campo eléctrico ya fue explorado en la Seccion 4.1, aqui
lo revisaremos brevemente. Partiendo de la ec. (4.4.1), escogeremos una superficie cerrada I'

que contenga un volumen V e integraremos ambos lados de la ecuacion en la region V' como

/V(V-E) dT:/VE—pOdT (4.4.12)

Como p es la densidad de carga, es decir carga por unidad de volumen, al integrar en V'

sigue

obtendremos la carga total encerrada en dicha region, que llamaremos )y . Por otra parte,
usando el teorema de Gauss del lado izquierdo de la ec. (4.4.12) obtenemos el flujo del campo
E a través de la superficie I'. Por lo tanto, obtenemos la forma integral de la ley de Gauss

como

/E a8 = Qv (4.4.13)
r

€o
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De forma similar, vemos que para la ec. (4.4.2) obtenemos
/ B-dS =0. (4.4.14)
r

Esta ecuacion refleja el hecho de que no existe carga magnética aislada, los llamados mo-
nopolos magnéticos no han sido detectados al menos hasta ahora. Esto se traduce en una
restriccion geométrica sobre el campo a partir de la cual el flujo neto del campo magnético
a través de cualquier superficie cerrada se debe anular.

Para las otras dos ecuaciones, aplicaremos el teorema de Stokes. La ec. (4.4.3) es la
llamada ley de Faraday, o ley de induccion. Consideremos una superficie I' delimitada por

una curva cerrada C y calculemos el flujo a través de I' a ambos lados de la ecuacion:

. . 0B -
/F<V><E)-d8—— R (4.4.15)

y usando el teorema de Stokes del lado izquierdo obtenemos

/E-d§: —Q/E-dg. (4.4.16)
c ot Je

Por lo tanto, la ley de induccién dice que la circulacion del campo eléctrico es afectada
por una variacion del flujo de campo magnético. Por ello se habla de inducciéon, ya que es
posible generar un campo eléctrico a partir de tener un flujo de campo magnético variable
que se puede obtener ya sea cambiando la intensidad del campo, su direccion relativa a la
superficie o la cantidad del mismo que la atraviesa. En este fenémeno se basan dispositivos
tan fundamentales como los transformadores y generadores. Se invita al lector interesado a
investigar el funcionamiento de los mismos en un texto de fisica basica.

La tdltima ecuacion, la ec. (4.4.4), es la llamada ley de Ampére-Maxwell. Haciendo un
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procedimiento andlogo al anterior, obtenemos

— a — —
/B ~dS = pol + po€o— / E-dS (4.4.17)
c ot Jr

donde [ = fr J - dS es la corriente total que atraviesa la superficie I', de forma equivalente,

la corriente que queda encerrada por la curva C.

Problema 4.4.4. Use la ec. (4.4.17) para mostrar que el campo magnético generado por una

linea de corriente I, a una distancia d de la misma, tiene magnitud

pol
B=—
2rd

y las lineas de campo correspondientes son circulos concéntricos.

Las ecs. (4.4.13), (4.4.15), (4.4.16) y (4.4.17) son las ecuaciones de Maxwell en forma
integral y de ellas resulta mucho més directa la interpretacion del contenido fisico de las

mismas.

4.5. Campos conservativos

En esta parte, nos enfocaremos en las propiedades de los campos que se generan a partir de
gradientes de campos escalares y exploraremos algunos ejemplos relevantes. La importancia
de este tipo de campos ya se discuti6 anteriormente y se observd que se encuentran los
fenomenos gravitacional y electrostatico.

Un campo conservativo es aquel que se puede escribir como el gradiente de un campo
escalar, al que se le llama potencial. Si el campo conservativo en cuestion es un campo que
representa una fuerza, sabemos que las trayectorias de las particulas puntuales sometidas a
los efectos de dicho campo son tales que la energia mecanica se conserva en ausencia de otras

fuerzas. Sabemos ademas que el campo tiene la direccién perpendicular a las superficies de
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potencial constante, de forma tal que las particulas tenderan a moverse siguiendo dicha di-
reccion (la del gradiente del potencial). De este hecho se desprende que podamos caracterizar
el espacio a partir de los valores del campo escalar y las particulas se moveran en la direccién

en la cual disminuye el mismo, esto se deriva directamente de la relacion
F=—-Vo.

Un ejemplo muy familiar para todos es un contacto eléctrico. Entre las entradas del mismo
se sostiene de manera constante una diferencia de potencial llamado voltaje. Al conectar
los extremos de un circuito, automéaticamente se establece una corriente. A través de ella se
alimenta el dispositivo que se haya conectado.

Las propiedades que se mencionan en el parrafo anterior ya fueron discutidas en varias
partes de este texto. En esta seccion estableceremos formalmente el siguiente resultado para
campos vectoriales. Consideremos un campo vectorial F de clase C! en R3 (a lo sumo a ex-
cepcion de un nimero finito de puntos), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La integral de linea de F alo largo de una curva suave y cerrada (que no toque los
puntos conflictivos de ]3) es cero.

b) La integral de linea de F es la misma para cualquier trayectoria suave a trozos cuyos
extremos coincidan (y que no toque los puntos conflictivos de ﬁ)

c¢) Existe un campo escalar ¢ de clase C? tal que F= —Vop.

d) V x F=0.

Para probar la equivalencia, comenzaremos por ver que (a) implica (b). Para ello, tracemos
una curva C cerrada que pase por los extremos de las curvas en cuestion. La integral sobre
esta curva es cero, por la hipotesis (a). Dividamos esta curva cerrada C en dos tramos como

se muestra en la figura 4.5.1.
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Figura 4.5.1: Curva cerrada como unién de dos curvas.
De esta forma tenemos

:/ﬁ-d;:/ ﬁ-d§+/ F.ds.
C C1 Co

Si llamamos C, a la curva Cy con la orientacion opuesta tendremos

/ﬁ-dé‘:/ ﬁ-d§—/ F.ds=0,
C C1 C

por lo cual

lo que prueba (b) ya que C; y C; son dos curvas arbitrarias cuyos extremos coinciden. Sigue
ver que (b) implica (c¢), para lo cual consideramos una curva simple C que une el origen
y un punto genérico (z,v, z), esto sin perder generalidad ya que el origen se puede mover

utilizando una traslacion. Sea ¢ dado por la integral

o (x,y,2) :—/ﬁ-d§,
c

la cual, al ser independiente de la trayectoria (inciso (b)), puede ser calculada usando dife-

rentes curvas que unan los extremos de C. Para probar que g—i = I, si F=Fi+ F25 + Fgl%7
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consideramos una curva compuesta por tres segmentos rectos como sigue

)
C: dada por ¥ (t):t/% 0<t<z

C, dada por 7, (t) = t] + zk 0<t<y

Cs dadaporf?g(t):ti+y3+zl% 0<t<u,

\

la cual avanza al punto (0,0, z) sobre el eje z, luego se desplaza al punto (0, y, z) en direccion
paralela al eje y en el plano zy y finalmente llega a (z,y, z) avanzando una distancia x en la

direccion i. Podemos escribir entonces ¢ como

z Y T
o (z,y,2) = —/ F5(0,0,t)dt —/ F5(0,t,2)dt —/ Fi(t,y,2)dt,
0 0 0

de donde claramente se obtiene %f = F). Tomando curvas de forma analoga se puede ver

que g—“; =Fy ‘g—f = F3 y por lo tanto F = —V, lo cual termina la prueba de esta parte.
Claramente, teniendo que F se puede escribir como un gradiente, se sigue que su rotacional

es cero ya que se probo anteriormente (ver problema 3.1.9) que
V x (Vf) =0,

siempre que f sea C?, lo cual se cumple ya que F es C. Para cerrar la cadena de equivalencias,
falta dnicamente probar que V x F implica que la integral en una curva cerrada suave es
siempre nula. Para ello tomemos una curva arbitraria, cerrada y suave, y sea ' una superficie
cualquiera cuya frontera sea C de forma tal que ni C ni I" toquen los posibles puntos conflictivos

de F'. Por el teorema de Stokes tenemos entonces que

/Cﬁ-d;;:/F(sz?) S =0, (4.5.1)

dado que V x F=0 por hipoétesis. Esto termina la prueba de que todas las aseveracio-
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nes son equivalentes. Este resultado es sumamente 1til ya que verificando cualquiera de las
condiciones anteriores para un campo F tendremos que se satisface el resto, asi como todas
las propiedades adicionales que hemos discutido para los campos que son conservativos. Sin
embargo, hay que ser muy cuidadosos con las hipotesis ya que la presencia de puntos en
los cuales el campo no existe y/o pierde continuidad puede invalidar los enunciados como se

mostrard en el siguiente problema.

Problema 4.5.1. Considere el campo dado por

— y ~ X
F=— 1+
24y 2?4y

2J-

a) Verifique que el rotacional de F se anula para todo R*\ {0, 0}.

b) Muestre que la integral de linea sobre una curva cerrada cualquiera que no encierre al
origen es cero (sugerencia: use el teorema de Green,).

¢) Calcule la integral de linea alrededor del circulo unitario centrado en el origen.

d) Dado que la integral de linea sobre cualquier curva cerrada no se anula (el inciso anterior
debe haber resultado 2w ) sabemos que no podremos escribir F como gradiente de un poten-
cial. Sin embargo, restringiendo el dominio del campo para evitar el origen, esto es posible.
Encuentre entonces un campo escalar tal que su gradiente sea el campo F en un dominio
restringido.

Con este resultado cerramos la parte de calculo vectorial. Las aplicaciones del mismo a la
fisica y otras ramas de la ciencia se encontraran en otros cursos y se pueden consultar en va-
rios textos de dichos temas. Consideramos de particular importancia tener siempre en mente
los teoremas integrales, asi como los operadores diferenciales e integrales en coordenadas cur-
vilineas, ya que los mismos se usaran repetidamente para obtener las ecuaciones diferenciales
o sistemas de las mismas que modelan la gran mayoria de los fenémenos naturales.

En el siguiente y ultimo capitulo se vera una introduccién a tensores con algunos elementos

de analisis tensorial a nivel basico. En dicha parte se abandonardn un poco las aplicaciones
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ya que las mismas son parte de cursos més avanzados como mecénica de fluidos, gravitacion

y cosmologia entre otros.



Capitulo 5

Introduccion al calculo tensorial

A lo largo de estas notas, nos hemos encontrado con el concepto de tensor en mas de una
ocasion. Primeramente al hablar de la diferencia en las leyes de transformaciéon para vectores
y algunos campos (en particular campo gradiente) y en una segunda ocasion al pensar en
cémo podriamos calcular gradientes de campos vectoriales. Ambos aspectos serédn cubiertos
en esta ultima parte, en la que veremos una breve y muy general introducciéon al céalculo
tensorial. Esta pretende dar los elementos bésicos que caracterizan a estos objetos como su
definicién, sus operaciones basicas y su relacion con la geometria del espacio a partir de la
derivada covariante. El anéalisis tensorial y sus aplicaciones es un tema muy interesante y
constituye una de las ramas més elegantes de la fisica matemaética. Esperamos que estas
paginas sean utiles para dar un panorama general del tema que sirva de antecedente para

ahondar méas en el mismo en otros cursos o textos que interesen al lector.

117
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5.1. Leyes de transformacién: tensores contravariantes y
covariantes de primer rango

En la Seccion 1.3, vimos que dada una transformacion lineal que lleva de un sistema

coordenado S a un sistema .5, el vector posicion sigue la ley de transformacion

axl
Z a% (5.1.1)

o¢

5,7 S€ transforman

mientras que las componentes del gradiente de un campo escalar F; =

como

0z
Z asz (5.1.2)

Discutimos en su momento, porqué esta diferencia es crucial en la fisica. Las leyes naturales
estan expresadas en términos de vectores y campos y por lo tanto no permaneceran invariantes
ante un cambio de sistema de referencia, lo cual contradice el principio de relatividad!.
Habiendo reconocido que los objetos que usualmente llamamos vectores pueden trans-
formarse de dos formas diferentes, los llamaremos tensores y los distinguiremos segtn la ley
de transformacion que siguen. Definimos un tensor contravariante de primer rango como un
objeto cuyas componentes se transforman como
o oz
oxV

v=1

AY (5.1.3)

y un tensor covariante de primer rango cuando la ley de transformacion es

_ " Ox¥
B[l, = @Bu (514)

v=1

Notese que se utilizan subindices y supraindices para distinguir ambos tipos de tensores.

Para simplificar la notacién introduciremos la convencién de suma de Einstein que consiste

1Veéase el problema 1.1.3
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en eliminar el simbolo de suma y se sobreentiende que los términos se sumaréan, siempre que

un subindice y supraindice se repitan.

Problema 5.1.1. Considere el sistema de ecuaciones dado por y; = ang coni, j=1,2,3.
(a) Escriba explicitamente las ecuaciones que conforman dicho sistema. (b) Si x; = b;;27,
escriba las variables y en términos de las variables z.

De esta forma podemos escribir

_ M
A = gzy v (5.1.5)
_ or”

De las definiciones anteriores, vemos que el vector posicién es un tensor por naturaleza
contravariante mientras que el gradiente de un campo escalar es un tensor covariante. El

campo escalar que estamos considerando es un invariante tal que

-
Il
©-

(5.1.7)

y se denomina tensor de rango cero o escalar. De este punto en adelante, se utilizard el
término escalar para objetos invariantes de rango cero tnicamente. El que ¢ sea invariante
proviene de que estamos suponiendo que visto desde cualquier sistema de referencia su valor
en un punto dado no cambia y no del hecho de que sea un nimero real. Esto es, si tomamos
por ejemplo una de las componentes del vector posicion, por ejemplo z, ésta es un escalar en
el sentido de su dimensién, sin embargo no es un invariante ya que se transforma como lo
indica la ec. (5.1.5) con A* = z# y = 3. Este es un punto muy importante y debe ser tenido
en mente: las componentes de los tensores, por mas que son reales, no son (necesariamente)

invariantes.

Problema 5.1.2. Las componentes covariantes de un tensor de primer rango en coordenadas
cartesianas son Ay = x + vy, Ay = yz y Az = 2. Encuentre las componentes covariantes en

coordenadas esféricas utilizando la transformacion dada por la ec. (5.1.6).
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Las operaciones basicas para tensores de primer rango y de rango cero son relativamente
intuitivas dado que ya conocemos la suma y productos para vectores y escalares. Se dejaran

aqui como problema.

Problema 5.1.3. Muestre que la suma de dos tensores covariantes de primer rango es un

tensor covariante de primer rango. Repita el ejercicio para contravariantes y para rango cero.

La generalizacion del producto punto a tensores se denomina contracciéon y consiste en
sumar, con dos indices iguales, los productos de las componentes de un tensor covariante
y uno contravariante, esto es A*B,,. A continuacién veremos que esta operacién genera un
escalar. Es claro que la operacién genera un real por su estructura, veamos que el mismo es

invariante. Calculemos la contraccion en el sistema S

- 07t 0x"
M = —— A"
ALB, 57 ajuA B,. (5.1.8)
Dado que la convenciéon de suma implica una suma sobre indices repetidos, es claro que éstos
son mudos y por lo tanto pueden ser cambiados. Mas atn, en la ec. (5.1.8) fue necesario
cambiar el indice v por « en la ley de transformacion para B dada por la ec. (5.1.6) ya que
las sumas de A y B son independientes. Observemos ahora que
oxt dx*  Ox®

o o o (5.1.9)

donde la delta de Kronecker es la definida en la Secciéon 1.1 e indica 0 para indices diferentes

y 1 para indices iguales. Introduciendo este resultado en la ec. (5.1.8) obtenemos

APB, = §°A"B, = A'B, (5.1.10)

lo cual prueba la invariancia de la contraccion de tensores de segundo rango. Notese que
cuando calculamos el producto escalar en vectores, sumamos los productos de las componentes

de objetos puramente contravariantes, en el caso de vectores posicion y derivadas del mismo.
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Problema 5.1.4. Muestre que la operacion y ,_, A'C* no necesariamente genera un inva-

riante.

Del problema anterior extraemos que la definiciéon que usualmente se considera para lon-
gitud o distancia tiene un gran problema: la longitud para dos observadores no es necesa-
riamente la misma. Mas adelante veremos cémo se relaciona la contracciéon con el producto
punto que se maneja en R”, aunque en este punto ya se puede vislumbrar que tinicamente

coincidiran para espacios euclideos descritos en la base cartesiana.

Problema 5.1.5. Considere el simbolo de Levi-Civita 45, el cual satisface

1 para i, J, k permutaciones ciclicas de 1, 2, 3
gijk = § 0 s1 se repite algun indice

—1 para i, j, k permutaciones anticiclicas de 1, 2, 3,

\

y utilice el mismo para escribir una expresion general para el producto cruz de dos vectores

tomando los mismos como tensores de primer rango contravariantes.

Problema 5.1.6. Utilice el simbolo de Levi-Civita para mostrar la identidad A - (B X C’) =
B- (C X A)

Tenemos entonces tensores de rango cero que son invariantes y tensores de rango uno
que pueden ser contravariantes o covariantes segin la ley de transformacion que sigan. Como
operaciones basicas hemos visto la suma por componentes, que genera tensores y la contrac-

cion que genera escalares. Existe otra operacion de producto, llamada producto directo, que

genera objetos de rango superior. Estos seran definidos y estudiados en la siguiente seccion.

5.2. Producto directo y tensores de rango superior

Los tensores de primer rango se pueden asociar por pares de manera directa generando

tensores de segundo rango. Consideremos dos tensores contravariantes, el producto directo de
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ellos se denota como A*B" y es un objeto que tiene n x n componentes, siendo n la dimension
del espacio. En cierto sentido los podemos pensar como matrices pero recordemos que lo que

caracteriza los tensores son sus propiedades de transformacion. En este caso vemos que

- Oz*oxY
AnpBy = =~ _A*ph 2.1
ozx® OxP (5:2.1)

de forma tal que definimos un tensor covariante de segundo rango como un objeto T"" que

ante un cambio de sistema coordenado se transforma como

oz* 0x
Tw = —— T
Ox® 0zP

(5.2.2)

De forma similar, al asociar en producto directo dos tensores covariantes obtenemos un tensor
covariante de segundo rango. Esto es, un objeto T}, que se transforma como

_ ox® 0P

W= o B o (5.2.3)

Finalmente, podemos obtener también un tensor mixto, el cual obedece a una transformacién

covariante y una contravariante como sigue

— 0zt o’

Notese como se deja un espacio antes del indice v para indicar que se encuentra en la segunda

posicion.

Problema 5.2.1. Muestre que la delta de Kronecker 6%, es un tensor mixto de seqgundo rango.
En tensores de segundo rango, podemos hablar de simetria y antisimetria en los indices.

Definimos un tensor simétrico como aquel que no varia ante permutaciones de sus indices

y antisimétrico como aquel que cambia de signo ante dicha operacion. Se probaran algunas

propiedades interesantes en el siguiente problema.
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Problema 5.2.2. Muestre que si A" es un tensor antisimétrico, S, un tensor simétrico y

VI un tensor arbitrario se satisfacen las siguientes identidades

a) A"S,, =0
b) VA, = % (Vv — Vi) A,
c) VIS, = % (VI + V) S,
De forma andloga se pueden definir tensores de cualquier rango. Seran covariantes o con-
travariantes iinicamente si sus transformaciones son puramente covariantes o contravariantes

respectivamente, de lo contrario se llamaran en general mixtos.

Problema 5.2.3. Clasifique los siguientes tensores segun su rango e indicando si con cova-

riantes, contravariantes o miztos mediante sus propiedades de transformacion

a) A“BWTVQ
b) Rngo“’Ag
C) SaﬂTﬁa_

Veamos ahora qué sucede cuando llevamos a cabo una contraccion en tensores de rango

superior a uno. Consideremos la transformacion de la ec. (5.2.4) y tomemos p = v

TR 85“ 8xﬁ o

R e T

(5.2.5)

Observemos que la transformacion resultante es la misma que la del producto escalar y genera
una delta. Al resultado se le denomina traza del tensor T (en analogia con la traza de una

matriz) y es un invariante

T =T =tr(T), T =T (5.2.6)

=1

Si consideramos ahora el producto directo de A* y B” y contraemos los indices obtenemos

AL B v
A = 02 0 O AR, (5.2.7)

b 9re 9zH 0T
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9zt 9P __ B

de donde, como 575555 = of,

02" gop (5.2.8)

Am Bl/# = p=

que es un tensor de primer rango contravariante. Observamos que el contraer indices dismi-
nuye el rango: de segundo rango pasamos a rango cero y de tercer rango a primero. Vemos
que los indices sobre los que no hay suma son los que realmente determinan el rango de
la expresiéon y se llaman indices libres, a los repetidos se les llama mudos. Por ejemplo, si
consideramos la ecuacion

AP BY Cogy = RY 4, (5.2.9)

vemos que a ambos lados de la igualdad tenemos tensores de tercer rango. Los indices mudos

son 4 y « mientras que v, By « son indices libres.

5.3. Ecuaciones tensoriales y la ley de cocientes

En gran parte, la motivacion para trabajar con tensores es la promesa de poder expresar
las leyes de la naturaleza, y en particular las ecuaciones que modelan los fendémenos fisicos,
de forma tal que sean invariantes ante un cambio de sistema coordenado. Deberia ser a
esta altura relativamente claro que si expresamos estas relaciones en términos de tensores,
al momento de hacer un cambio de marco de referencia la forma general de la ecuaciéon no
cambiard. Veamos esto con un ejemplo. Demostraremos que si A**, B,” y T" son tensores

y en algin sistema coordenado se satisface la ecuacion
AreB )Y =T (5.3.1)

entonces la misma se satisface en cualquier sistema coordenado. Es decir, todos los observa-
dores sin importar su posicion, las coordenadas que usen o su estado de movimiento, estaran

de acuerdo en la relacion de la ec. (5.3.1), aunque obtengan diferentes valores para cada uno
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de los tensores involucrados en la misma.
Para ver que es verdadera la aseveracion de arriba, basta con calcular el lado izquierdo

de la ec. (5.3.1) en un sistema S, usando que A#* y B, " son tensores, esto es

ozt 0x* 0T Ox°

AreB v = Are B vV = A" B.". 5.3.2
“ Oz 0x° Oz Oz ¢ ( )
Usando que g%gx% = 0¢ e introduciendo la ec. (5.3.1) obtenemos
- 07" 01" ozt 9z
o v — ___ _  AYO n_—_ ___ n
ArepB v = o aan o = o (‘9$”T (5.3.3)

Como T7" es un tensor, al aplicar las dos transformaciones contravariantes del lado derecho

obtenemos T+ y por lo tanto

ApaB v =Tww (5.3.4)

para un sistema arbitrario. Esto concluye la prueba para este ejemplo. De forma analoga
se puede probar la invariancia para cualquier relacién entre tensores que esté correctamente
escrita. Cuando una ecuaciéon se expresa en términos de tensores, se dice que la misma es
covariante. De forma similar, cuando hablamos de una teoria covariante nos referimos a un
formalismo en el cual todas las cantidades y las relaciones entre ellas son covariantes.

La llamada ley de cocientes es de alguna forma el reciproco de este teorema y constituye
un criterio de tensorialidad. Esta enuncia que, si A** y T son tensores y la relacion de la
ec. (5.3.1) se satisface en todo sistema coordenado, podemos concluir que B,” es también

un tensor. Como la relaciéon se sostiene en cualquier sistema, consideremos un sistema S

arbitrario donde

AroB ¥V = Ana B v =Thv. (5.3.5)

Como A#* y TH gson tensores, podemos escribir sus componentes en el sistema S usando su
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ley de transformacion, esto es

0z+ 0z oz* 0z¥
o B) = o g (5:3:)
y usando ahora la ec. (5.3.1) obtenemos
oxH 0z® 5, ozh oz” 5.
52 D (Ba ) 97 aan By (5.3.7)

de donde debemos “despejar” (Ba”) para comprobar que B/@77 sigue una ley de transformacion

dz?

mixta de segundo rango. Realicemos una contraccion en ambos lados de la ecuacion con ZZ7

(lo cual implica una suma sobre u), de lo que se obtiene

— i ¢ —~Q - 7k ¢ v
R T

ox® Ozt ) Ox° ox" Oxr ) Oxn

Los términos en paréntesis generan deltas, por lo que obtenemos

[ linai
o0x°

A% (B7) = %AWB " (5.3.9)

Como el indice o del lado izquierdo es mudo, podemos cambiarlo por 3, lo cual nos permite

escribir

0r*—— 01"
o8 ny _
A (83553 978 ) =0, (5.3.10)

siendo A% un tensor arbitrario, podemos concluir que Bﬁ’7 satisface

oz™ 8%”
oxP 98 Ba” = o

(5.3.11)

De la ec. (5.3.11) es sencillo obtener la ley de transformacion. Observando que 3 es ahora
indice libre y contrayendo con % a ambos lados se obtiene
—  0xf oY

B(; — —
oz Oxn

B," (5.3.12)
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que es la ley de transformacion para un tensor mixto de segundo rango.

Del resultado obtenido en esta subseccién, debemos resaltar dos puntos. La primer parte
del mismo, la directa, nos demuestra que si escribimos las ecuaciones que modelan fenémenos
de interés en términos de tensores, las mismas permaneceran invariantes ante un cambio de
sistema coordenado y esto hara que la teoria sea covariante. La segunda parte nos facilita un
criterio de tensorialidad y a su vez, a través de su demostracion, nos ilustra como “despejar”
tensores. En cierto sentido es un procedimiento similar al que se hace cuando queremos
despejar un vector en el sentido de que se realiza una proyeccion, en este caso una contraccion.
Es importante notar que esta contraccion se puede hacer tinicamente con los indices libres de
la ecuacién, que finalmente son los que dictan la direccionalidad de la misma. Por otro lado

observemos que el cambio de indices es vilido siempre que los mismos sean mudos.

Problema 5.3.1. Si ¢ es un campo escalar invariante, demuestre que

¢ Ozt oz 9% O%at O
OT*0TP 91 978 DxrdrY  Ox*dxbB Ozt

Problema 5.3.2. Encuentre % Y % para ¢ (r,0) utilizando la transformacion de coorde-

nadas cartesianas a polares.

Problema 5.3.3. ;Qué implicaciones tiene la ecuacion del problema 5.3.1 a la luz de la
discusion de esta subseccion? ;Qué puede decir acerca de aquellas ecuaciones en las cuales

824

se nwvolucra la cantidad i
0T 0T/

5.4. Tensor métrico, componentes fisicas y tensoriales

En esta seccion definiremos el tensor métrico, el cual estd relacionado con la métrica
que se introdujo en la Seccion 2.3. Sin embargo, aqui lo motivaremos desde otro punto de
vista. Sabemos que existen tensores covariantes y contravariantes y que se debe respetar la
tensorialidad en las ecuaciones para que las mismas sean covariantes. Ahora bien, cuando

tenemos la segunda ley de Newton, por usar un ejemplo sencillo, observamos que de un
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lado de la igualdad tenemos la derivada segunda del vector posicion con respecto al tiempo.
Como el vector posicion es de naturaleza contravariante, si consideramos al tiempo como
un invariante la aceleracién serd contravariante. Del otro lado de la igualdad tenemos una
fuerza que se podré escribir en el caso conservativo como el gradiente de un potencial, lo
cual es un tensor covariante (ver ecuacion 5.1.2). Surge naturalmente entonces la pregunta
de como podemos sostener la segunda ley de Newton cuando iguala dos tensores de diferente
naturaleza. Resulta que esta ley, de la forma que se escribe usualmente, no es covariante
pero se puede escribir de forma tal que lo sea. Para lograr esto, basta con tener una forma
de poder transformar tensores covariantes en contravariantes y viceversa, de forma tal que
podamos escribir
d?at

me o = F (5.4.1)

donde F* es una fuerza que, ain siendo el gradiente de un potencial, es de naturaleza con-
travariante. En un tono similar, necesitamos poder modificar la naturaleza de un tensor para
definir su norma, en el caso de los de primer rango al menos. Sabemos que los vectores de
R™ son objetos contravariantes y para obtener su norma, calculamos la raiz cuadrada del
producto punto del vector consigo mismo. Pero ya mostramos que el producto punto no es en
general un invariante mientras que contraccion de tensores si lo es. Por lo tanto, si podemos
obtener a partir de un tensor cualquiera A, su forma contravariante A” podremos definir

ahora si la norma

A= /A4, (5.4.2)

La discusién anterior motiva la propuesta de un par de objetos que llamaremos 7,, y ¢*”
tales que, para cualquier tensor A* cuyas componentes covariantes determinan un tensor A,

tendremos

NuwA” = Ay, (5.4.3)

(™A, = AP, (5.4.4)
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Se dice coloquialmente que los tensores que estamos proponiendo suben y bajan indices.
Realmente cambian la naturaleza covariante o contravariante de los tensores agregéndoles
algunos factores que, como veremos, no cambian la esencia de los mismos. Esto es, A* y A,
son los mismos tensores pero en forma contravariante y covariante respectivamente.
Observemos primeramente que gracias a la ley de cocientes podemos concluir que 7,, y
¢" son tensores (dado que A* y A, lo son) y por ello podemos pensar en el tensor mixto

dado por n,, B"®. Si consideramos B** = C” D obtenemos

Nuw B = B, (5.4.5)

De esta forma, vemos que los tensores que estamos introduciendo bajan, o suben, indices de
uno en uno. Si queremos pasar de un tensor puramente contravariante a uno covariante, por

ejemplo, haremos la siguiente operacion:

nuunaﬁBﬁu = nuuBau == Bow (546)

y de forma anéloga se pueden transformar tensores de cualquier rango.

Problema 5.4.1. FEscriba la ecuacion que relaciona los siguientes tensores

a) A¥, — Ak
(6% (697
b) S oy — 5%
14
C) R af ? Rvnaﬁ .
Veremos ahora que los tensores 7, y ¢* son inversos, esto es (*#1,,, = d%,. Comencemos

por escribir la ec. (5.4.3) usando la ec. (5.4.4) para escribir A” de la siguiente forma

AM = nuuAV = anCVaAoc- (547)
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Ahora del lado izquierdo podemos escribir A, = 077 A, y obtenemos
Ao (67 — 1) =0 (5.4.8)
siendo A, arbitrario, de lo cual se deduce

NG =0, (5.4.9)

que es justamente lo que queriamos probar. Utilizando este resultado, bajemos los indices de
¢

Caﬁ - TIaM]uBCW = nauéﬂg = Nag- (5410)

La ecuacion anterior prueba que los tensores que bajan y suben indices estan formados real-
mente por las componentes covariantes y contravariantes de un mismo tensor que llamaremos
g*”. A continuacion y para cerrar esta seccion, mostraremos que g"” es un tensor métrico que
corresponde con la métrica que ya se introdujo en la Seccidon 2.3. Partamos del elemento de

linea, claramente un invariante, que escribiremos como
ds* = dr'dz, (5.4.11)

donde z¢ son las componentes del vector posiciéon en algin sistema coordenado. Recordemos

que el vector posicidn es por naturaleza contravariante por lo que conviene escribir
ds® = gy, dr*da’ (5.4.12)

de donde, comparando con la ec. (2.3.14), podemos ver que gy, tiene como componentes los

coeficientes métricos. Sabemos que en coordenadas cartesianas en un espacio euclideo

ds?® = 8y, datda’. (5.4.13)
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Usando que g, es un tensor, podemos escribir en general la métrica para cualquier sistema

euclideo (sin importar las coordenadas) como

B Oz OxP
Gy = ozr ozv P

(5.4.14)

que es justamente la ec. (2.3.11). Por ello, sin necesidad de hacer calculos sabemos que

ds* = da® + dy? + dz* (5.4.15)
ds® = dp* + p*do* + dz* (5.4.16)
ds* = dr* + r*df* + r* sin 0*dp? (5.4.17)

para coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas en R? respectivamente.

Una pregunta que surge de manera natural es, como se relacionan las componentes tenso-
riales con las componentes de los vectores que hemos usado hasta ahora, llamadas componen-
tes fisicas. Para ver esto, calculemos la norma de un vector y de un tensor de primer rango
y comparémoslas. Si llamamos A; a las componentes de un vector A y A" a las componentes

del tensor correspondiente tenemos

A A=A (5.4.18)
=1
AV A, = g, AV A", (5.4.19)

En el caso de coordenadas ortogonales, la métrica es diagonal y podemos escribir

AV A, = i (h A7) (5.4.20)

=1

Como ambas normas deben coincidir para el caso de cartesianas, definimos las componentes

fisicas de un tensor como A’ = h;A" (no hay suma en esta expresion). Con esta relacion
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podremos extraer los valores de diferentes vectores a partir de su expresion covariante.

5.5. Derivacion covariante

En esta parte veremos un concepto fundamental en el calculo tensorial: la derivada cova-
riante. Como se mostr6 anteriormente, el gradiente de un escalar genera un tensor covariante.
Dicho de otra forma, al derivar un tensor de rango cero con respecto a uno de primer rango,

se obtiene uno de primer rango:

36\ 028 9¢
oz ) 0z 0xB’

(5.5.1)

De lo anterior, intuitivamente uno esperaria obtener un tensor de rango dos al derivar uno
de rango uno y asi sucesivamente. Sin embargo, al transformar la derivada de un tensor A,

obtenemos

DA\  OxM 07 DA, N 0%zt
oxB ) 9z 9P dxy  OTBoTe M

(5.5.2)

Problema 5.5.1. Obtenga la ec. (5.5.2), note que este problema es equivalente al problema

5.3.1.

El primer término de la ec. (5.5.2) corresponde a la ley de transformacion de un tensor de
segundo rango covariante. El segundo término nos lleva a concluir que la derivada parcial, con
respecto a cualquiera de las coordenadas, no es en general un tensor ya que no se transforma de
manera adecuada. Exploremos la naturaleza de este segundo término. Para ello, mostraremos
que puede ser escrito en términos de unos objetos llamados simbolos de Christoffel, que se

definen de la siguiente forma:

r

1 (0go, O 0Ga . :
osy = 5 (agxﬁv + 8?5607 _ (99135) primera especie (5.5.3)

I, 3=9"Tap,  segunda especie. (5.5.4)
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Estos objetos no son tensores, por eso son simplemente llamados simbolos. En particular nos

interesa la ley de transformacion para los de segunda especie, la cual estd dada por

07" o ox *ox”

| Y e 9 _
o8 = Gre | oregl T mPza 9P

(5.5.5)

Problema 5.5.2. Obtenga la ec. (5.5.5).

Problema 5.5.3. Encuentre explicitamente, utilizando un programa como Mathematica, los
simbolos de Christoffel para la métrica euclidea en coordenadas cartesianas, cilindricas y

esféricas.

Observemos que la derivada segunda que aparece en el corchete del lado derecho de la

ec. (5.5.5) es precisamente el término adicional a la transformada covariante de la ec. (5.5.2).

Contrayendo entonces la ec. (5.5.5) con el tensor % podremos escribir dicho término como
D?af dx® dx " Ox”

S Fnaﬁ — — I VR (556)
0z*0xh oz W oze Ozh

ox*
oz

0A,, —— s _ Oxt0x¥ (0A, .
(T g, 00 (0o ) 55

A. = A,, podemos escribir

y al introducir esta expresion en la ec. (5.5.2), identificando

De la ec. (5.5.7) vemos que al restar a la derivada parcial la cantidad I'" ,, A,, obtenemos un

jn%

tensor covariante. Se define entonces la derivada covariante como

A
Ay LT A, (5.5.8)

v o T

Junto con la notaciéon de punto y coma para la derivacion covariante, se introduce un coma

simple para la derivacion parcial como

HA
Ay =" (5.5.9)
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de forma tal que podemos escribir

A A rn . A

o = L7 Ay (5.5.10)

wy —

Siguiendo un procedimiento similar se puede probar que para tensores contravariantes tene-
mos

% = A%+ T A7 (5.5.11)

mientras que para tensores de rango superior tenemos, por ejemplo

af _ pafB a Avp B8 Aav
AL =AY + T A" + 10 A (5.5.12)
A% = A%, + 175,47 — ' A%, (5.5.13)
af . paB «a B B po a3
ANy = AN, AT+ 1 A = T AT, (5.5.14)

De los ejemplos anteriores se puede ver como se establecen las derivadas covariantes para
tensores de rango arbitrario agregando tantos términos con simbolos de Christoffel como
indices adicionales tenga el tensor.

Utilizando los resultados anteriores, definimos el gradiente de un tensor como su derivada
covariante. La parte antisimétrica de este tensor tendra por componentes las del rotacional

del tensor mientras que su traza serd su divergencia.

Problema 5.5.4. Establezca una descomposicion general para un tensor de sequndo rango
en una parte simétrica con traza cero, una antisimétrica y un multiplo de su traza por el
tensor métrico (se sugiere realizar un procedimiento similar al que se usa para descomponer
matrices). Muestre que en el caso del gradiente de un tensor de primer rango, la parte an-
tisimétrica tiene como componentes las del rotacional mientras que la traza corresponde con

su divergencia.

Los simbolos de Christoffel son también llamados conexién y estan relacionados con el trans-
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porte paralelo de vectores. Estos conceptos pertenecen a la geometria diferencial y sobrepasan
los objetivos de estas notas. Son de suma importancia en geometria de espacios curvos donde
la curvatura puede ser expresada en términos de los mismos. Aqui han sido introducidos sim-
plemente como los factores necesarios para incluir un término extra con el objetivo de generar
una derivada de un tensor que sea a su vez un tensor. Sus amplias aplicaciones en temas como
relatividad general y en geometria riemanniana se veran en cursos mas avanzados.

Es claro que los simbolos de Christoffel se anulan en el caso de una métrica cartesiana de
un espacio euclideo. Sin embargo, atin en un espacio plano, son distintos de cero cuando la
métrica depende de las coordenadas mismas, por ejemplo en coordenadas esféricas. En estos
casos, el derivar covariantemente genera tensores con los factores métricos correspondientes

a las coordenadas en cuestion. Se probara esto en el siguiente problema.

Problema 5.5.5. Cualcule el gradiente de un tensor de primer rango contravariante y a
partir del mismo encuentre las componentes del gradiente por coordenadas, las del rotacional
y la diwvergencia. Muestre las componentes fisicas de dichas expresiones coinciden con las

establecidas en la Seccion 2.3.

5.6. Ejemplo: el espacio de Minkowski

En la secciones anteriores se ha trabajado tinicamente con R3. En esta parte veremos un
ejemplo de un espacio diferente en el cual la métrica es la llamada métrica de Minkowski.
El calculo tensorial realmente abre las puertas para el analisis de la dindmica de cuerpos en
espacios curvos y para el desarrollo de formalismos tan fascinantes, elegantes y ttiles como el
de la relatividad general. Estos temas se veran en otros cursos para los cuales la herramienta
desarrollada en estas notas serviran como base y podré ser profundizada de una forma menos
abrupta. Sin embargo, con los elementos introductorios vistos aqui, podemos analizar hasta
cierto punto la relatividad especial y entender fenémenos como la dilataciéon del tiempo y la

contraccion de la longitud asi como la unificacion de los fendémenos eléctricos y magnéticos.
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5.6.1. Transformaciones de Lorentz: contraccién de la longitud y

dilatacién del tiempo

Problema 5.6.1. Investigue, de preferencia de fuentes en inglés, las circunstancias que
llevaron a la formulacion de la relatividad especial. En particular, indague sobre la invariancia
de las ecuaciones de Mazwell, la teoria del éter y el experimento de Michelson y Morley.
Ezxponga las mismas en espanol de forma no técnica con el unico fin de contextualizar el

formalismo que se verd.

De la tarea anterior, queda planteada la siguiente situacion: requerimos de un formalismo
que modele nuestra realidad macroscépica, manteniendo invariantes las ecuaciones de Ma-
xwell y que sea compatible con la segunda parte del principio de relatividad especial, esto es,
la invariancia de la velocidad de la luz. Este problema de la fisica clasica es muy apropiado
para ver una primera aplicacion de tensores ya que resalta justamente la importancia de las
leyes de transformacion para vectores y tensores. La transformacion galileana, ilustrada en

la figura 5.6.1, lleva a las siguientes relaciones

7= (x —ut,y,z2), t=t, (5.6.1)

de donde
- dF L . S dT (5.6.2)
U= = ui, i=—z=4a, 6.

lo cual mantiene invariante la ley de Newton, ya que no afecta a la aceleracion, pero lleva a

ecuaciones del electromagnetismo que no son invariantes.
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Figura 5.6.1: Transformacion galileana.

El principal problema es que las ecuaciones de Maxwell, como se comprobd6 en el problema
4.4.2, llevan a una ecuacion de onda para el campo electromagnético que implica la propa-
gacion de ondas en el vacio con velocidad ¢, independientemente del sistema de referencia.
Sin embargo, la transformacion galileana dice que dos observadores que se mueven con una
velocidad relativa constante, mediran diferentes velocidades de propagacion.

Debe ser claro en este punto que, si el problema que presenta una teoria es referente a
la invariancia de sus leyes y resultados dependiendo del sistema de referencia y el estado
de movimiento del mismo, se debera reformular la misma de forma covariante para que sus
ecuaciones no dependan del observador. Observemos que en la ecs. (5.6.1) y (5.6.2) existe
una suposicion poco justificada aunque se nos haga relativamente natural: la invariancia del
tiempo. El que el tiempo sea el mismo independientemente del estado de movimiento sabemos
que no es correcto. Al quitar esta hipdtesis y permitir que el tiempo sea una variable mas,
que al igual que las otras se transforma, aterrizamos en un espacio fisico que ya no tiene tres
dimensiones sino cuatro.

Comencemos entonces por formular la mecénica de una particula puntual de forma cova-

riante, en un espacio en el cual el tiempo no sea absoluto. La posicién de un punto en este
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espacio sera

z¥ = (5.6.3)

z

ct

donde c es la velocidad de la luz. Al estar trabajando en un espacio de cuatro dimensiones
los indices (griegos) correran del 1 al 4. Esto significa que, para especificar el estado de la
particula no tenemos que fijar inicamente sus coordenadas de posicién sino que también
el tiempo. A los puntos en este espacio se les llama usualmente eventos ya que no estan
caracterizados iinicamente por las coordenadas espaciales sino también por la temporal. Las
leyes de transformacion para este tensor de posicion, que dejan invariantes las ecuaciones de
Maxwell asi como la velocidad de la luz, son las llamadas transformaciones de Lorentz. En
el caso de dos sistemas que se mueven con una velocidad relativa ui, esta transformacion se

escribe como

v 00 —pBy

0 10 0
L= (5.6.4)
0 01 0
| =By 00 v |

donde hemos escrito de forma matricial la expresion

oxt
cr = aiv (5.6.5)
y se han introducido los siguientes parametros
8= % y=(1-p)""" (5.6.6)

En el caso de una velocidad relativa « en una direccion arbitraria se puede demostrar que la
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transformacion de Lorentz tiene la forma

L+(-D%  0-DiEE - %
O L R b= GRS
BEEGEEE SRR R RICEET
| —By _u_f»y _737 -

La métrica en este espacio estd dada por

ds® = dz® + dy* + dz* — dt? (5.6.7)
y es invariante ante transformaciones de Lorentz.

Problema 5.6.2. Muestre que el elemento de linea ds* dado en la ec. (5.6.7) es invariante

ante transformaciones de Lorentz.

Los elementos anteriores forman el llamado grupo de Lorentz, que es un subgrupo del grupo
de transformaciones que mantienen invariantes el elemento de linea de la ec. (5.6.7), llamado
grupo de Poincaré. La invariancia de dicho elemento, que incluye la duracion del intervalo,
nos dice que ya no necesariamente la longitud o la duracién de un evento seran invariantes
sino una combinacién de ambas. Esto es, la distancia no es un invariante y el intervalo de
tiempo tampoco, sino que el invariante es la distancia espacio-temporal de dos eventos. Esto
puede resultar familiar al lector, ya que es ampliamente manejado a nivel no técnico que los
intervalos de tiempo se hacen mas extensos si la velocidad es cercana a la de la luz. Este
fenémeno se puede entender con los elementos minimos de relatividad especial que se han
introducido hasta este punto. Si los intervalos de tiempo han de aumentar, las distancias
espaciales han de disminuir de forma tal que la distancia entre dos puntos del espacio-tiempo
se mantenga invariante. Se habla entonces de la dilatacion del tiempo y contraccién de la
longitud, que se pueden obtener simplemente de usar las leyes de transformacion dadas arriba.

Veamos como se reduce la longitud. A la longitud “real” de un objeto se le llama longitud
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propia y es su medida en el sistema en el cual el objeto se mantiene en reposo. Si dicho

sistema es S y los extremos del objeto estan situados en

Zo X1
Yo n
v __ v __
Ty = Ty =
20 21
Cto Ctl

(5.6.8)

queremos explorar qué longitud espacial medird un observador en un sistema S cuando el

movimiento entre ambos sistemas sea como el de la figura 5.6.2.

t _
@ ,S
i

Ax

Y]

=

Il
< =

Figura 5.6.2: Contraccion de la longitud.

Tenemos entonces, para la distancia d entre los extremos del objeto

d= Az'

Desarrollando el lado derecho tenemos

d = LiAz" + LAz + L3A" + LAz =y (Az' — BAz?)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)
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o, llamando 7' a la distancia temporal medida en S

d=r(d— pT) (5.6.12)
donde
N (5.6.13)
C

Por otra parte, el intervalo T observado en S debe ser nulo ya que para poder medir el objeto
en dicho sistema se deben observar los extremos al mismo tiempo. En el sistema S esto no

fue necesario ya que el objeto se mantiene en reposo en el mismo. Tenemos entonces
_ 1 1,
T=-Azx'=-L Azx" (5.6.14)
c c

y desarrollando nuevamente el lado derecho obtenemos

[

T = LAt + £iaat = L (—past + At (5.6.15)

C

y como T = 0, tenemos que T = 3d. Sustituyendo entonces en la ec. (5.6.12) obtenemos
_ 9 d
d=dy(1-p%) =—. (5.6.16)
Y

Como las velocidades pueden variar en un rango 0 < u < ¢, tenemos que 1 < v < oo por lo
que d < d. Esto es, un observador en movimiento siempre medira una longitud menor que la
longitud propia (medida unicamente en el sistema en el cual el objeto permanece en reposo).

Por otra parte, podemos ver como los intervalos de tiempo aumentan cuando la medicién
se realiza en movimiento. Pensemos en un reloj en reposo en un sistema S y dos eventos en

la misma posicion, por ejemplo dos tics del reloj. Un observador en un sistema .S observara
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entre dichos eventos un tiempo

T =~ (-pAz" + Az?). (5.6.17)

En este caso serda Azt = 0y Azl # 0 ya que al estar el sistema S en movimiento, los dos

tics no ocurren en el mismo punto del espacio tridimensional. Por lo tanto,

T=~T>T (5.6.18)

esto es, el tiempo observado en movimiento es mayor que el medido en reposo. El tiempo
medido en el sistema de referencia donde los eventos en cuestién ocurren en reposo se lla-
ma tiempo propio. El tiempo propia y la longitud propia son invariantes ya que todos los
observadores estdn de acuerdo en cudl es el tiempo y la distancia medidas en reposo. Las
distancias y tiempo medidos en movimiento variardn segin las transformaciones vistas aqui.

Estos fenémenos han dado lugar a muchos ejemplos curiosos y paradojas. Se invita a
aquellos lectores interesados a revisarlas a detalle; el ejemplo mas popular es el de la paradoja
de los gemelos y un buen punto para iniciar la investigacién. También vemos que en muchas
novelas de ciencia ficcidén asi como en series y peliculas se utilizan estas consecuencias de
la relatividad especial para generar escenarios interesantes. En la vida real la imposibilidad,
al menos hasta ahora, de viajar a velocidades tales que las correcciones relativistas sean
significativas han hecho que el efecto de contraccion de la longitud y dilataciéon del tiempo no
sean experimentados en la vida cotidiana. Sin embargo han sido probados repetidas veces y
se ha constatado su relevancia para particulas subatomicas que viajan a velocidades cercanas

a las de la luz.
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5.6.2. Cuadrivector de impetu y formulacién covariante de la 2da

ley de Newton

Como mencionamos en la parte anterior, parece no haber evidencia notoria en la vida
cotidiana de la relatividad especial. Decimos que s6lo parece ya que, por més que no pode-
mos experimentar en carne propia la dilatacién del tiempo, convivimos en todo instante con
fendmenos electromagnéticos, los cuales no pueden existir fuera del contexto de la relatividad
especial. Como se vio a principio de esta seccion, existian dos problemas fundamentales con
la fisica que desencadenaron la formulaciéon de la relatividad especial. Uno de ellos es la inva-
riancia de la velocidad de la luz y el otro la discrepancia entre las leyes de transformacion que
dejan invariante las leyes de Newton de la mecénica y las de Maxwell del electromagnetismo.
Para analizar estos dos puntos, comencemos por desarrollar la dindmica de una particula en
el espacio de Minkowski.

El punto de partida es la expresion para la posicion de una particula en este espacio,
dada por la ec. (5.6.3). Si derivamos con respecto al tiempo, obtendremos la velocidad. La
pregunta natural en este punto es, jcon respecto a qué tiempo derivamos? Si derivamos con
respecto al tiempo medido en el marco donde se midi6 la posicion dada por x® podemos
definir la velocidad medida en dicho sistema como

B dz®

T odt

(07

v (5.6.19)

sin embargo, se puede mostrar que este objeto no se transforma como un tensor.

Problema 5.6.3. Muestre que el objeto v definido en la ec. (5.6.19) no sigue una ley de

transformacion contravariante.

Reflexionando un poco en torno a este resultado, uno puede intuir que el problema con
la definicién de v® es que la combinacion de las leyes de transformacion de la posicion y
el tiempo es tal que no produce un objeto contravariante. Es relativamente natural pensar

que, para derivar un tensor contravariante y que el resultado mantenga dicha propiedad, la
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variable con respecto a la cual se deriva debe ser un invariante y mantenerse igual en la
transformacion. El tiempo invariante en relacién a la dindmica de una particula es el tiempo
propio introducido en la subsecciéon anterior. Este es el tiempo que se mide en el sistema
donde la particula se encuentra en reposo y que es de alguna forma el tiempo que mide la
particula misma (lo denotaremos 7). Se llama cuadrivelocidad al tensor que se obtiene de

derivar la posicion, en un sistema arbitrario, con respecto al tiempo propio y se escribe

o dx“
u* = —.
dr

(5.6.20)

Problema 5.6.4. Muestre que u® definido en la ec. (5.6.20) es un tensor contravariante.

Usando las transformaciones de Lorentz para el tiempo, podemos ver que si estamos en
el sistema S donde se miden t y % como tiempo y posiciéon de una particula que se mueve

con una velocidad
¢
¢ dx

M 193 5.6.21
YT & ( )

podemos escribir la cuadrivelocidad en el sistema S como
U* = Yyp—— = Ypu* (5.6.22)

dado que
T=—: (5.6.23)

Aqui hemos usado que la velocidad relativa entre el observador y el sistema donde se mide
el tiempo propio es justamente la velocidad de la particula medida desde el sistema S (ver

figura 5.6.3). Como notacion, estamos usando el subindice w para denotar

w? -1/2
Y = (1 - 6—2) . (5.6.24)
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Figura 5.6.3: Tiempo propio y cuadrivelocidad.

Es importante ser muy cuidadoso con la notaciéon al trabajar con velocidades. Aqui usare-
mos w para la llamada trivelocidad que es simplemente el vector de velocidad, v para la

cuadrivelocidad asociada a él y u para el tensor de velocidad. Esto es,

x Wy
é d

z W,

T Wy

o d Y Wy
z w,

ct c
z Y Ws

d Y YW

ut = = . (5.6.27)

N YW

ct YwC

En resumen, un observador en S y uno en S, como en la figura 5.6.3, mediran las siguientes
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velocidades

i

. . 1 T
trivelocidad W' = [wy, wy, w,]

, . . T
Observador en S : 4 cuadrivelocidad — v® = (W, Wy, W, ]

tensor velocidad 1% = [fywww,vwwyﬁwwszwC]T
\

(

trivelocidad @' = [0,0,0]"
Observador en S : § cuadrivelocidad 7% = [0,0,0, c]T :

tensor velocidad @® = [0,0,0, "

\

Problema 5.6.5. Considere dos observadores en diferentes sistemas de referencias en un
espacio-tiempo de Minkowski. Para el observador 1, la cuadrivelocidad de una particula tiene

componentes espaciales w' = (¢/8,0,0).

a) ;Cudl es el tensor de velocidad de la particula en el sistema de referencia 17
b) El sistema 2 se mueve con velocidad V* = (c/4,0,0) con respecto al sistema 1. ;Cudl es
el tensor de velocidad de la particula en el sistema 27
¢) ;Cudl es el tensor de velocidad medido en el sistema de la particula?
Ahora bien, teniendo un tensor que representa la velocidad, podemos multiplicar éste por

la masa y obtendremos un cuadrivector de impetu, esto es

P! = mu" (5.6.28)

donde la masa es un invariante (cantidad de materia en reposo). De forma tal que podemos

escribir la segunda ley de Newton finalmente de forma covariante como

_

FH = ) 5.6.29
dr ( )
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Esta ecuacion no esta referida a ningtn sistema en particular, es una expresiéon general
tensorial que se sostiene en cualquier sistema.

Viendo con detenimiento la ec. (5.6.29) vemos que tiene 4 componentes. Las primeras 3
claramente nos daran la ecuacion de movimiento para la particula y si las integramos 2 veces
podriamos tener una ecuaciéon para la posicion como funciéon del tiempo dado un campo de
fuerzas y condiciones iniciales. Exploremos entonces qué nos dice la cuarta ecuacion, esto es

_

F* =
dr

(5.6.30)
donde p* = m~yc. Para explorar qué es fisicamente esta cantidad, calculamos el limite no
relativista de la misma, esto es, consideramos velocidades bajas y vemos que

1 1
pt~ = (m02 + §mw2) : (5.6.31)
c

El segundo término es la energia cinética y el primero es la energia en reposo mc? , esto
es la energia almacenada en un objeto de masa m atn en estado de reposo y aislado de
cualquier potencial. Por lo tanto, la cuarta componente del cuadrivector de impetu es la
energia dividida entre c. Siendo

E = mc*y (5.6.32)

la energia relativista, tenemos entonces que

P = . (5.6.33)

Problema 5.6.6. Calcule explicitamente p"p, y demuestre que es un invariante.

Regresando a la pregunta sobre la cuarta componente de la ec. (5.6.29), es claro que al
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ser p* proporcional a la energia, ésta tiene que dar cuenta de un balance de dicha cantidad.

Tenemos entonces
1dE B

e F* (5.6.34)

donde, si la fuerza es conservativa y la escribimos como F), = % tendremos que Fj = %. Si
el potencial no depende explicitamente del tiempo, sino Gnicamente a través de la posicion
sobre la trayectoria, tenemos

1dE
E% = Qﬁuul}'u (5635)

que, integrando de ambos lados con respecto al tiempo propio, lleva a la relaciéon trabajo-
energia o la conservacion de la energia vistas en la Seccion 4.1 (usando el cambio de notacion

K < E).

5.6.3. El potencial electromagnético, el tensor de campo y la for-

mulacién covariante del electromagnetismo.

En la Seccion 4.4, se introdujeron las ecuaciones de Maxwell y se estudiaron brevemente.
En esta ultima parte, veremos como realmente los campos eléctricos y magnéticos no sélo
estan relacionados sino que son parte del mismo fenémeno. En general, ni el campo mag-
nético ni el eléctrico son tensores. Esto se puede ver a partir de las ecs. (4.4.7) y (4.4.8)
donde los términos que contienen el potencial vectorial A hacen que las expresiones no sean
covariantes. Para construir un tensor que represente dichos campos y se transforme segin
las transformaciones de Lorentz, comenzaremos por recordar las ecuaciones de onda para los
potenciales dadas en la Seccion 4.4 (ecs. (4.4.9) y (4.4.10)) y que aqui escribiremos de forma

covariante como sigue

024" = pgJ” (5.6.36)
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donde A" es el llamado potencial electromagnético y esta dado por

Al

AQ

AY (5.6.37)

A3

p/c

siendo A’, con ¢ = 1,2, 3, las componentes contravariantes del potencial vectorial magnético

y cA* el potencial electrostatico. La cuatro-corriente es J” = pu” o

Jl
J2

JV (5.6.38)

J3

cp

donde J¢, con ¢ = 1,2,3, son las componentes de la corriente eléctrica y p la densidad de
carga. El operador D’Alembertiano, denotado por [J? es una generalizaciéon del operador
Laplaciano para incluir la derivada temporal y estd dado por

1 9*AY
c? ot?

2AY = — VA, (5.6.39)
Problema 5.6.7. Muestre que el operador d’Alambertiano ((1?¢ = (¢,,)") en la métrica de

Minkowski es un escalar.

Para establecer un tensor de campo electromagnético, partimos de la base de que las ecua-
ciones de onda para los campos y potenciales han de ser invariantes (principio de relatividad).
Por lo tanto, imponiendo la validez de la ec. (5.6.39) para cualquier observador y siendo tanto
el operador D’Alambertiano como la cuatro-corriente objetos covariantes, podemos concluir

que el cuatro potencial A” es un tensor. Basandonos ahora en las definiciones dadas por las
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ecs. (4.4.7) y (4.4.8) construimos un tensor dado por

F/,LZ/ = Au;u - Au;u- (5640)

Para simplificar los célculos, supondremos que todos los simbolos de Christoffel se anulan de
forma tal que, como se probara en el siguiente problema, el tensor de campo electromagnético

tiene la forma
0 -B3 B &

B3 o0 -—p' E

FHv — . (5.6.41)
—-B2 B! 0o £
EE s

Problema 5.6.8. Obtenga la ec. (5.6.41).

La existencia de un tensor de campo electromagnético termina de confirmar la estrecha
relacion entre campos eléctricos y magnéticos. Esto es, el principio de relatividad implica que
no son los campos eléctrico y magnético las cantidades fisicas relevantes sino la combinacion

de ambos que se da en ",
Problema 5.6.9. Use un programa como Mathematica o Matlab para obtener = LgﬁgF@f’.

Un caso particular de la transformacion estudiada en el problema anterior es la llamada
ley de Biot Savart. Esta se concibe originalmente como un resultado experimental en el cual
se corrobora que cargas en movimiento generan campos magnéticos. Sin embargo hay un
problema muy importante con este enunciado y es que si el observador estd en reposo con
respecto a la carga, s6lo medird un campo eléctrico mientras que si existe un movimiento
relativo entre carga y observador, éste verd un campo eléctrico y uno magnético. Esto va
claramente en contra del principio de relatividad. La solucion a este problema esta claramente
en la relatividad especial y radica en que campos eléctricos y magnéticos son una misma
entidad. Un campo que se observa como eléctrico en un sistema, se manifestara como eléctrico

y magnético en otro!



CAPITULO 5. INTRODUCCION AL CALCULO TENSORIAL 151

Problema 5.6.10. a) Muestre que para una carga Q) en reposo en un sistema S situada en
un punto a una distancia r del origen del mismo, el tensor de campo electromagnético tiene

la siguiente forma

0 0 0 108y
w0 0 0 1Ey
v = (5.6.42)
0 0 0 1he,
donde k = —.
TEQ

b) Considere un sistema S que se desplaza a una velocidad 1 con respecto a S con w < c.

Muestre que en este caso, la transformacidon de Lorentz se puede aprozimar por

1 0 0 -t
0 1 0 — 32

L= R Z*”’ (5.6.43)
A L

c) Obtenga el campo magnético medido en el sistema S usando la transformacion del inciso

anterior y compare con la ley de Biot-Savart dada por

= Mo qu X T

- (5.6.44)

C4mor

Para finalizar con este ejemplo, usaremos los tensores que hemos construido para esta-
blecer la forma covariante de la ecuacién de movimiento para cargas y las ecuaciones de
Maxwell. La fuerza que actia sobre una particula con carga ¢ y velocidad v en presencia de

un campo electromagnético esta dada en forma vectorial como

F=yg (E b x é) . (5.6.45)
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Ahora bien, hemos establecido que la forma covariante de la segunda ley de Newton esta
dada por la ec. (5.6.29) donde debemos insertar una version covariante de la fuerza dada por
la ec. (5.6.45) del lado izquierdo. Tenemos dos tensores para ello, el tensor de campo F* y la
cuadrivelocidad de la particula u,. Como se verificaré en el siguiente problema, la contraccion
de ambos tensores lleva justamente a la expresion correcta por lo cual, escribimos la ecuacion

de movimiento para una particula cargada como

dp*
Ftqy, = — 5.6.46
G F"u, = o ( )

y para el caso de una distribuciéon continua de carga podemos escribir

v, = —. 5.6.47
dr ( )

Problema 5.6.11. Verificar que el lado derecho de la ec. (5.6.46) corresponde con la ec.

(5.6.45) en el limite w < c.

Por ultimo, las ecuaciones de Maxwell pueden ser escritas como

Fa + Fapw + Fpay = 0 (5.6.48)

FY, = —piod,. (5.6.49)

La justificacion de las formas anteriores corresponde a cursos més avanzados. Aqui inicamente

se verificard que corresponden con las ecs. (4.4.1) a (4.4.4).

Problema 5.6.12. Verificar que las ecs. (5.6.48) y (5.6.49) corresponden con la ecs. (4.4.2,

4.4.3) y (4.4.1, 4.4.4) respectivamente.

De esta forma, probamos que es posible formular el electromagnetismo de forma cova-
riante. Las ecs.(5.6.48) y (5.6.49) no estan ligadas a ningtin observador en particular sino que

son validas en cualquier sistema de referencia.
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Como comentario final, nos gustaria resaltar que el verdadero poderio del calculo tensorial
se ve al introducir espacio-tiempos curvos en los cuales se puede formular una teoria gravi-
tacional sin recurrir al concepto de fuerzas. Esperamos que estas notas y en particular este
ultimo ejemplo sirvan de motivacion para que el alumno interesado en la fisica mateméatica
se acerque a un curso de gravitacion y/o cosmologia o consulte textos de estos temas, incluso

a nivel divulgacion, que permitan ahondar en el tema.
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